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A   LA  MÉMOIRE 


l)K    MES 


CAMARADES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 


TUES    A    L'ENNEMI 


PREMIÈRE    THÈSE. 


ETUDK 

SI,  H  I.KS 

FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQL'ES 

A    INDÉTERMINÉES   RÉELLES   OU   COMPLEXES, 

ou 
A   lNDÉTEKMINÉi:S    CONJUGUÉES; 

Pak  m.   Gaston  JULIA. 


INTRODUCTION. 

Le  Mémoire  actuel  est  une  contribution  à  la  théorie  arithmétique  des  formes 
non  quadratiques,  en  particulier  à  l'étude  du  problème  de  la  réduction  qui 
domine  toute  cette  théorie.  On  s'est  limité  aux  formes  binaires  à  indéterminées 
réelles  ou  complexes,  ou  à  indéterminées  conjuguées.  Les  bases  de  la  théorie 
de  ces  formes  ont  été  jetées  par  Hermite  dans  une  série  de  Mémoires  Sur  les 
fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées,  et  surtout  dans  l'admirable 
Mémoire  Sui'  V introduction  des  variables  continues  dans  la  théorie  des 
nombres  (Tome  I  de  ses  Œuvres^.  C'est  de  la  lecture  attentive  de  ce  dernier 
Mémoire  qu'est  né  le  Mémoire  actuel,  et  son  objet  peut  être  ainsi  résumé  : 
mettre  en  lumière  et  étendre  la  belle  méthode  de  réduction  continuelle  créée 
par  Hermite  pour  l'étude  arithmétique  des  formes. 

Hermite  n'envisage  dans  ses  OEuvres,  sauf  peut-être  dans  le  Mémoire  Sur  le 
nombre  limité  d"* irrationalités  auxquelles  se  réduisent  les  racines  des  équa- 
tions à  coefficients  entiers  complexes  dhui  degré  et  d^un  discriminant  donnés, 
que  des  variables  réelles^  en  particulier  dans  son  Mémoire  sur  les  variables 
continues.  C'est  aussi  dans  cette  hypothèse  qu'on  s'est  d'abord  placé  pour  la 
première  Partie  de  ce  Mémoire.  A  la  forme  proposée  /,  on  associe,  d'après 
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Hermite,  une  forme  quadratique  binaire  définie  dépendant  de  paramètres  con- 
tinus (t,  u)  et  l'on  donne  d'abord,  en  s'aidant  des  représentations  usuelles  des 
formes  quadratiques  binaires  définies,  une  interprétation  géométrique  de  la 
méthode  de  réduction  continuelle  qui,  pour  les  formes  quadratiques  binaires 
indéfinies,  se  réduit  à  l'interprétation  de  Stephen  Smith.  Cette  interprétation 
conduit  à  associer  à  toute  forme  binaire/  à  coefficients  réels  un  certain  poly- 
gone convexe  non  euclidien  D  du  demi-plan  analytique  qui  sert  aux  représen- 
tations. La  considération  simultanée  de  ce  domaine  D  et  de  la  division  modu- 
laire connue  du  demi-plan  donne  une  image  immédiate  des  substitutions  que 
conduit  à  faire  sur/ la  méthode  d'Hermite,  en  même  temps  qu'elle  donne  une 
définition  intuitive  des  formes  (/)  équivalentes  à/  que  cette  méthode  associe 
à/  :  ce  sont  toutes  les  formes  équivalentes  à/ dont  le  domaine  D  associé  a  un 
point  commun  au  moins  avec  (Do,  domaine  fondamental  connu  du  groupe 
modulaire.  On  aperçoit  de  suite  cette  conclusion  que  le  seul  cas  (hors  le  cas 
banal  où  la  forme/ n'aurait  pour  racines  réelles  que  des  nombres  rationnels), 
où  l'ensemble  (/)  ne  compte  qu'un  nombre  fini  de  formes,  est  celui  où  /  n'a 
pas  déracines  réelles  (formes  positives).  A  ce  titre  la  théorie  des  formes  posi- 
tives apparaît  comme  plus  simple  que  celle  des  formes  dont  le  signe  est 
variable,  et  la  proposition  précédente  aurait  pu  suffire  à  établir  la  réduction. 
Mais,  poursuivant  avec  Hermite  le  choix  d'une  ou  plusieurs  des  formes  (/)  qui 
joueront  le  rôle  de  réduites,  on  met  en  évidence  le  rôle  d'une  fonction  0  des 
paramètres  (/,  u)  que  comporte  la  forme  quadratique  associée  à/,  pour  la 
limitation  des  coefficients  de  (/)  (cette  valeur  minimum  de  0  est  dite  détermi- 
nant de  f).  Les  valeurs  des  (/,  u)  qui  rendent  0  minimum  absolu  donnent  la 
forme  quadratique  (p  qu'on  appelle  correspondante  de  f.  La  réduction  de  /  se 
fait  par  la  même  substitution  que  celle  de  (p;  «p  est  un  covariant  quadratique 
de/.  Une  réduite  de  f  est  une  forme  équivalente  à  f  dont  la  correspondante  tp 
est  réduite.  Il  peut  d'ailleurs  y  avoir  plusieurs  réduites  ('). 

On  s'attache  ensuite  (Chap.  II)  à  étudier  l'application  de  la  méthode  aux 
formes  cubiques  et  biquadratiques  qu'Hermite  n'a  traitées  qu'en  partie.  On  a 
fait  usage  de  la  représentation  géométrique  pour  relier  simplement  la  corres- 
pondante cp  à  la  forme  /  et  l'on  y  est  parvenu  dans  tous  les  cas.  Les  représenta- 
tions trouvées  pour  cette  correspondante  sont  toujours  simples  et  mettent  en  évi- 
dence la  propriété  de  covariance  de  cp. 

Suivent  des  remarques  utiles  pour  simplifier  les  calculs  de  la  méthode,  c'est 


(1)  Bien  entendu,  on  suppose  dans  tout  ceci  que  les  coefficients  de  la  forme  sont  réels,  mais 
pas  forcément  entiers.  Si  l'on  envisage  plus  particulièrement  les  formes  à  coefficients  entiers,  les 
limitations  des  coefficients  des  réduites  en  fonction  du  déterminant  permettent  d'affirmer  que 
pour  un  déterminant  donné  il  n^y  a  qu'un  nombre  limité  de  classes  de  formes  à  coefficients 
entiers. 
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l'objet  du  Chapitre  111.  Des  exemples  variés  choisis  parmi  les  formes  cubiques 
et  biquadratiques  montrent  l'utilité  de  ces  remarques  pour  supprimer  beaucoup 
de  calculs,  et  pour  relier  entre  elles  les  diverses  façons  dont  s'applique  la 
méthode  à  une  forme  d'un  degré  donné,  dans  les  diverses  hypothèses  possibles 
sur  le  nombre  des  racines  réelles.  L'exemple  des  formes  biquadratiques,  en 
particulier,  montre  que  du  cas  le  plus  simple  des  formes  positives  du  degré  4, 
on  peut,  sans  aucun  calcul,  déduire  l'étude  de  celles  qui  admettent  deux  ou 
quatre  racines  réelles. 

Le  Chapitre  IV  traite  d'une  nouvelle  façon  d'envisager  la  méthode  d'Hermite 
et  met  en  évidence  l'intérêt  qu'il  y  a  à  grouper  deux  par  deux  les  racines  réelles 
ou  imaginaires  conjuguées.  Les  résultats  obtenus  pourles  formes  biquadratiques 
avec  cette  nouvelle  conception  sont  rapides  et  simples,  et  ils  donnent  la  raison 
des  propriétés  géométriques  élégantes  qui  relient  le  point  représentatif  de  la 
correspondante  aux  points  racines  delà  forme  proposée.  Celte  nouvelle  con- 
ception est  surtout  utile  à  la  généralisation  qui  fait  l'objet  de  la  troisième  Partie 
de  ce  Mémoire. 

La  deuxième  Partie  est  une  première  extension  de  la  méthode  dllermite  aux 
formes  binaires  à  coefficients  et  indéterminées  complexes  (').  La  nécessité  de 
cette  extension  est  ici  aussi  nécessaire  et  rationnelle  que  l'introduction  des 
nombres  complexes  l'est  pour  l'étude  même  de  toutes  les  racines  des  équations  à 
coefficients  réels.  En  particulier  elle  apporte  à  l'étude  qui  fait  l'objet  de  la  pre- 
mière Partie  (formes  à  coefficients  réels)  une  aide  qui  metdans  son  véritable  jour 
le  rôle  des  différentes  racines  de  la  forme  proposée.  Elle  montre  que  toutes  ces 
racines  jouent  en  définitive  le  même  rôle,  et  ainsi  la  nouvelle  méthode  met  une 
unité  complète  dans  ce  qu'avait  d'un  peu  disparate  à  première  vue  la  méthode 
d'Hermite  :  c'est  seulement  parce  qu'on  l'envisageait  du  seul  point  de  vue  réel 
que  cette  méthode  semblait  disparate;  elle  ne  l'est  plus  quand,  avec  l'extension 
qu'on  lui  donne  ici,  on  l'envisage  du  point  de  vue  complexe. 

Pout^  cette  étude,  on  a  dû1*emplacer,  les  indéterminées  étant  complexes,  le 
groupe  modulaire  réel  par  le  groupe  modulaire  complexe,  qu'une  terminologie 
aujourd'hui  adoptée  appelle  groupe  de  Picard,  depuis  que  M.  Picard  a  mis  en 
évidence  la  division  du  demi-espace  en  pentaèdres,  à  laquelle  ce  groupe  donne 
naissance.  On  a  aussi  remplacé  la  forme  quadratique  définie  associée  par  une 
forme  quadratique  définie  à  indéterminées  conjuguées  {ÎOTme  d'Hermite), 


(1)  Les  formes  non  quadratiques  à  coefficicnls  complexes  ont  fait  l'objet  d'un  important 
Mémoire  de  M.  Jordan,  sur  Vcquivalence  des  formes,  inséré  dans  le  48^  cahier  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique.  La  méthode  dont  je  ino  suis  servi  iri,  directement  inspirée  de  celle 
d'Hermite,  dillere  de  celle  de  M.  Jordan  qui  visait  les  l'orines  à  un  nombre  quelconque  de 
variables.  On  pourra  rapprocher  les  limitations  que  j'ai  données  pour  les  coefficients  des 
réduites,  de  celles  qu'a  données  I\L  Jordan,  et  les  conclusions  qu'on  en  |)out  tirer  pour  les  formes 
à  coefficients  entiers. 
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dépendant  d'autant  de  paramètres  positifs  t]  que  la  forme  proposée  a  de  racines. 
Le  Chapitre  II  donne  alors  l'exposé  complet  de  la  méthode.  La  représentation 
usuelle  des  formes  d'Hermite  définies  conduit  à  associer  à  /un  domaine  D  qui 
n'est  autre  que  le  polyèdre  conçexe  non  euclidien  ayant  pour  sommets  les 
racines  de  f. 

Ce  polyèdre,  envisagé  concurremment  avec  la  division  penlaédrique  du  demi- 
espace,  donne  une  interprétation  géométrique  de  cette  méthode  de  réduction 
continuelle  tout  à  fait  analogue  à  celle  exposée  dans  la  première  Partie.  Il  n'y 
a  naturellement  plus  ici  de  distinction  entre  les  formes  positives  et  les  formes 
non  toujours  positives,  le  polyèdre  a  tous  ses  sommets  dans  le  plan  de  la 
variable  complexe.  L'ensemble  des  (/")  associées  à  y  par  réduction  continuelle 
est  toujours  infini  (sauf  le  cas  banal  où  toutes  les  racines  de  /  seraient  ration- 
nelles), et  l'importance  du  choix  de  la  réduite  équiySiXenie.  k/(oudes  réduites, 
car  il  peut  y  en  avoir  plusieurs)  est  plus  grande  encore  que  dans  la  première 
Partie.  H  y  a  une  fonction  G  dépendant  des  //  qui  joue  un  rôle  primordial  dans 
la  limitation  des  coefficients  des  (f). 

Pour  les  valeurs  des  /,  qui  la  rendent  minimum  absolu,  on  obtient  la  corres- 
pondante <p  de  f,  et  cette  correspondante  quadratique  à  indéterminées  con- 
juguées est  un  covariant  de  y*  par  toute  substitution  linéaire.  La  réduction  de/ 
se  fait  par  la  même  substitution  que  celle  de  o  :  une  réduite  est  une  forme 
équivalente  à  f  dont  la  correspondante  est  une  forme  d'Hermite  réduite. 

Au  Chapitre  II  on  étudie  l'application  de  la  méthode  aux  formes  quadra- 
tiques, cubiques  et  biquadratiques.  Pour  les  formes  quadratiques,  on  retrouve 
l'idée  de  réduction  de  M.  Bianchi.  Passant  aux  formes  cubiques,  on  arrive  pour 
la  correspondante  «p  à  une  représentation  géométrique  très  simple  qui  donne 
immédiatement,  et  par  une  voie  naturelle,  l'interprétation  du  covariant  quadra- 
tique d'Eisenstein  (hessien)  à  laquelle  M.  Klein  (')  est  parvenu  en  inter^ 
prêtant  la  théorie  algébrique  des  covariants.  Pour  les  formes  biquadratiques, 
l'idée  exposée  au  Chapitre  IV  de  la  première  Partie  (association  des  racines 
deux  à  deux)  donne  de  façon  très  simple  :  i°  la  correspondante  de  la  forme  /; 
qP  une  série  de  propriétés  géométriques  de  son  point  représentatif  d'où  découle 
en  particulier  une  interprétation  géométrique  du  covariant  T  du  sixième  degré 
de  la  forme  biquadratique,  à  laquelle  M.  Klein  était  arrivé,  sinon  explicitement 
du  moins  implicitement,  en  interprétant  certains  résultats  de  la  théorie  algé- 
brique des  covariants  de  cette  forme.  On  voit  aussi  nettement,  dans  le  cas  des 
formes  cubiques  et  biquadratiques,  pourquoi  la  correspondante  est  un  covariant 
quadratique  à  indéterminées  conjuguées  de  la  forme  proposée  /  :  cela  tient 
aux  relations  géométriques  simples  qui  relient  son  point  représentatif  aux 
racines  de  /. 


(1)  Mathematische  Annale n,  t.  IX. 
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Le  Chapitre  IV  envisage  l'application  de  la  méthode  de  cette  deuxième 
Partie  aux  formes  à  coefficients  réels.  Comme  on  devait  s'y  attendre,  on 
retombe  sur  la  méthode  d'IIermite  exposée  dans  la  première  Partie.  Mais  on 
voit  cette  dernière  méthode  d'un  point  de  vue  plus  large  qui  fait  apparaître 
son  unité  profonde.  Les  divers  cas  que  peut  présenter  dans  la  première 
Partie  une  forme  d'un  degré  donné,  selon  qu'elle  a  o,  2,  l\,  ...  racines  imagi- 
naires, et  auxquels  la  méthode  d'Hermite  semble  s'appliquer  différemment^ 
reçoivent  ici  une  seule  et  même  application  de  la  nouvelle  méthode.  L'une  des 
conséquences  les  plus  importantes  que  j'ai  pu  tirer  de  l'unité  qu'apportait  cette 
nouvelle  méthode,  est  la  réponse  à  une  question  qu'Iiermite  se  posait  relati- 
vement aux  formes  à  coefficients  réels  et  à  l'équation  qui  relie  le  dèterminauL 
d'une  telle  forme  (valeur  minimum  de  la  fonction  0  dont  il  a  été  question  plus 
haut)  à  ses  coefficients  :  «  On  observe  alors,  dit  Hermite,  cette  circonstance 
remarquable    que,    pour    chaque    degré,    c'est   toujours  la    même   équation 

en  D  (D  =  yO)  qui  vient  s'offrir,  bien  que  les  calculs  par  lesquels  on  y  arrive 
diffèrent  beaucoup  suivant  le  nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires,  mais 
je  n'ai  pu  jusqu'à  présent  découvrir  la  raison  générale  de  ce  fait  important 
{Œuvres^  p.  926!  98  du  Tome  I). 

La  deuxième  Partie  se  termine  sur  quelques  remarques  relatives  à  une 
conception  purement  géométrique  de  la  réduction,  dont  on  pourrait  faire 
usage  pour  certaines  formes  particulières. 

La  troisième  Partie  aborde  un  sujet  qui  me  paraît  absolument  nouveau  et 
auquel  conduisaient  tout  naturellement  les  interprétations  géométriques  avec 
lesquelles  les  première  et  deuxième  Parties  de  ce  Mémoire  (en  particulier  Cha- 
pitre IX  de  la  première  Partie  et  Chapitre  III  de  la  deuxième)  rendent  familier  : 
c'est  l'étude  de  certaines  formes  à  indéterminées  conjuguées  non  quadra- 
tiques. Jusqu'ici  il  n'existe,  à  ma  connaissance,  d'études  que  sur  les  formes 
quadratiques  à  indéterminées  conjuguées;  la  troisième  Partie  de  ce  Mémoire 
est  un  essai  sur  les  formes  de  cette  nature  de  degré  supérieur  à  2. 

Le  Chapitré  I  traite  de  celles  de  ces  formes  f  qui  sont  un  produit  de  formes 
d'Hermite  définies.  Elles  généralisent  les  formes  binaires  à  coefficients  réels 
positives.  On  leur  associe  une  forme  d'Hermite  positive  dépendant  de  para- 
mètres positifs  t]^  dont  le  point  représentatif,  lorsque  les  ti  varient,  décrit 
l'intérieur  et  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  euclidien  D  associé  à  f  d'une 
façon  très  simple.  On  définit  encore  l'ensemble  des  (/)  associées  à  /  par 
réduction  continuelle,  et  l'on  introduit  une  fonction  0  des  paramètres  ti  qui  joue 
le  rôle  essentiel  pour  la  limitation  des  coefficients  de  (/).  Les  valeurs  des  / 
rendant  0  minimum  absolu  (déterminant  de  /)  donnent  la  correspondante 
quadratique  de/.  On  réduit /et  sa  correspondante  par  la  même  substitution. 
Les  conclusions  habituelles  sur  les  formes  à  coefficients  entiers  du  type  étudié 
se  tirent  de  là. 
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Passant  au  cas  où  /"est  un  produit  de  formes  d'Hermite  non  toutes  définies^ 
on  prend  d'abord,  dans  le  Chapitre  H,  le  cas  des  formes  biquadratiques  qui 
amène  à  des  considérations  inattendues  et  fort  simples.  Le  domaine  D  associé 
à  f  est  ici  limité  par  des  portions  de  sphère  et  des  portions  de  cyclide  de  Dupin; 
on  le  définit  immédiatement  à  l'aide  des  éléments  géométriques  qui  repré- 
sentent les  formes  composantes  de  /.  On  peut  définir  une  réduite  unique 
par  l'intermédiaire  d'une  correspondante  quadratique  définie  d'Hermite,  sauf 
dans  le  cas  où  les  formes  composantes  de  f  sont  indéfinies  et  à  demi-sphères 
représentatives  sécantes.  Il  se  produit  dans  ce  dernier  cas  une  circonstance 
analog-ue  à  celle  des  formes  quadratiques  binaires  indéfinies  à  coefficients  réels. 
Il  y  a  en  général  une  infinité  de  réduites.  On  tire  des  conclusions  immédiates 
relatives  à  celles  de  ces  formes  qui  sont  à  coefficients  entiers  et  ne  peuvent 
représenter  zéro. 

L'étude  complète  des  formes  biquadratiques  décomposables  à  coefficients 
entiers  fait  l'objet  du  Chapitre  IV.  Au  préalable,  on  donne  dans  le  Chapitre  III 
des  relations  nouvelles  entre  les  groupes  cycliques  de  substitutions  modulaires 
complexes  qui  conservent  une  forme  d'Hermite  indéfinie  à  coefficients  entiers. 
Ces  propositions  nouvelles,  complétées  par  une  Note  rejetée  à  la  fin  du  Mémoire, 
éclaircissent  en  particulier  la  nature  de  toute  substitution  loxodromique  du 
groupe  de  Picard  en  donnant  des  indications  simples  sur  la  valeur  de  l'argu- 
ment de  son  multiplicateur  K.  A  l'aide  de  ces  résultats,  l'étude  des  formes 
biquadratiques  à  coefficients  entiers  devient  facile. 

En  particulier,  on  voit  que,  dans  le  cas  d'exception  signalé  plus  haut,  les 
réduites  en  nombre  infini  se  ramènent  à  un  nombre  fini  de  formes  se  repro- 
duisant périodiquement  lorsque  les  coefficients  de  la  proposée  sont  entiers. 
C'est  un  résultat  comparable  à  celui  des  formes  quadratiques  binaires  indéfinies 
à  coefficients  entiers.  Dans  ce  cas  aussi  la  forme  reste  invariable  par  un  groupe 
cyclique  infini  de  substitutions  modulaires  complexes,  toutes  hyperboliques. 
On  montre  qu'une  telle  forme  peut  toujours,  d'une  infinité  de  façons,  se  ramener 
au  type  aç- +  2Z^ç>'j> -h  c^|/^  (<2,  h,  c,  entiers  réels;  />- ~  ac>-o,  ç  et  ^1»  formes 
d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers  et  à  demi-sphères  représentatives 
toujours  sécantes).  Ce  sont  les  formes  de  la  première  catégorie.  A  la  deuxième 
catégorie  appartiennent  les  formes  biquadratiques  à  coefficients  entiers  qui  se 
décomposent  en  produit  de  :  i°  deux  formes  d'Hermite  définies;  2°  une  forme 
définie,  et  une  indéfinie;  3°  deux  formes  indéfinies  à  demi-sphères  représen- 
tatives non  sécantes.  On  les  ramène  toutes  d'une  infinité  de  façons  au 
type  <2ç- H- 2èç^-h  c'>p-,  a,  h,  c  étant  du  même  type  que  pour  la  première 
catégorie,  ç  et  'sp  étant  deux  formes  d'Hermite  à  coefficients  entiers  qui  ne 
peuvent  jamais  être  indéfinies  et  à  demi-sphères  représentatives  sécantes. 

La  méthode  du  premier  et  du  deuxième  Chapitre  donne  pour  toute  forme  de 
la  deuxième  catégorie  une  réduite  unique,  et  pour  toute  forme  de  la  première  un 
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nombre  fini  de  réduites  se  reproduisant  périodiquement.  On  a  vu  aussi  que 
toute  forme  de  la  première  catégorie  se  conservait  par  un  groupe  de  substi- 
tutions modulaires  hyperboliques.  Une  forme  de  la  deuxième  n'admet  pas  en 
général  de  substitution  qui  la  conserve,  sauf  certaines  formes  équivalentes  à 
des  formes  canoniques  qu'on  donne  et  qui  se  conservent  par  un  groupe  fini.  On 
voit  ainsi  que  les  formes  biquadratiques  de  la  première  catégorie  généralisent 
les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies  à  coefficients  entiers  réels,  et  celles 
de  la  deuxième  généralisent  les  formes  définies. 

On  passe  ensuite  au  cas  où  y  est  un  produit  de  deux  formes  conjuguées  l'une 
de  l'autre,  chacune  étant  à  indéterminées  conjuguées,  mais  non  d'Hermite, 
c'est-à-dire  ne  prenant  pas  des  valeurs  réelles  pour  toutes  valeurs  des  variables. 
On  ramène/au  type  «o-  +  2èo'>};  -f-c];-,  a,  b^  c  entiers  réels,  mais  ac  —  b^^o. 

;p  et  '1*  sont  encore  deux  formes  d'Hermite  à  coefficients  entiers  qui  sont 
toujours  indéfinies  et  à  demi-sphères  représentatives  sécantes  pour  les  formes/ 
de  la  première  catégorie,  et  qui  ne  sont  Jamais  indéfinies  et  à  demi-sphères 
sécantes  pour  les/ de  la  deuxième  catégorie.  Les  deux  catégories  se  distinguent 
par  la  réalité  des  points  doubles  de  la  cyclique  f{~-,  i)  =  o.  On  étend  à  ces 
formes  la  théorie  de  la  réduction  en  s'aidant  de  la  représentation  usuelle  projec- 
tive  des  formes  (la  sphère  unité  servant  de  quadrique  fondamentale)  et  des 
résultats  trouvés  aux  Chapitres  I  et  II  avec  cette  représentation.  Sur  la  sphère, 
on  considère  la  cyclique  correspondant  à  /(z,  i)  =  o  qui  ici  se  décompose  en 
deux  cercles  imaginaires  conjugués.  Les  sommets  des  cônes  du  deuxième  degré 
passant  par  ces  deux  cercles  jouent  le  rôle  principal  dans  la  réduction  de  ces 
formes.  Tl  y  a  une  réduite  pour  toute  forme  de  la  deuxième  catégorie  et  une 
infinité  de  réduites  pour  toute  forme  de  la  première,  qui  se  réduisent  à  un 
nombre  limité  d'entre  elles,  se  reproduisant  périodiquement  si  la  forme  a  ses 
coefficients  entiers.  On  s'élève  ensuite  au  cas  où  la  cyclique  ne  se  décompose 
plus  pour  donner  une  méthode  théorique  de  réduction  basée  toujours  sur  la 
considération  des  cônes  du  deuxième  degré  contenant  la  cyclique. 

Le  Chapitre  V  traite  du  cas  général  où/* est  produit  de  n  formes  d'Hermite 
non  toutes  définies  (n'^'i)  et  montre,  par  des  exemples,  la  nature  des 
domaines  D  associés  aux  formes  de  ce  type.  On  y  retrouve,  pour  limiter  ces 
domaines,  des  portions  de  sphères  et  de  cyclides  de  Dupin.  La  réduction  est 
basée  sur  la  considération  d'une  fonction  0  des  paramètres  figurant  dans  la 
forme  d'Hermite  associée  à  f,  et  sur  la  recherche  des  valeurs  de  ces  paramètres 
qui  rendent  0  minimum. 

Les  deuxième  et  troisième  Parties  de  ce  Mémoire  ont  mis  en  évidence  le  rôle 
de  certains  covariants  à  indéterminées  conjuguées  d'une  forme  binaire  ordi- 
naire ou  à  indéterminées  conjuguées.  Je  ne  crois  pas  qu'on  ait  beaucoup  insisté 
jusqu'ici  sur  les  covariants  de  celte  espèce;  on  a  surtout  envisagé  les  covariants 
qui  sont  des  formes  ordinaires,  non  à  indéterminées  conjuguées. 
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Enfin,  le  dernier  Chapitre  de  la  troisième  Partie  traite  d'une  question  que 
soulèvent  naturellement  les  recherches  précédentes  :  Déterminer  toutes  les 
formes  binaires  à  indéterminées  conjuguées  qui  restent  invariantes  par  un 
groupe  de  substitutions  linéaires  (');  et  l'on  trouve  que,  hors  les  formes 
décomposables  du  type 

«0©"  -f-  «i9""''t];  +  .  .  .  +  «„'-!;"  (les  tti  réels,  o  el  '^  formes  crilermite) 

qui  se  conservent  par  toute  substitution  conservant  à  la  fois  z>  et  '>{;,  toute  forme 
cherchée  non  décomposable  ne  peut  rester  invariante  que  par  un  groupe  fini. 
On  donne  les  types  canoniques  des  formes  jouissant  de  la  propriété,  en  rame- 
nant les  groupes  à  être  ceux  des  polyèdres  réguliers. 

(1)  Dans  une  Note  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  Fiance,  AI.  Picard  avait 
signalé  l'existence,  pour  tout  groupe  fini  de  substitutions  linéaires,  d'un  invariant  qui  est  une 
forme  quadratique  d'Hermile.  Ici  ce  serait  la  forme  xx' -\- yy\  qui  est  représentée  par  le  centre 
de  la  sphère  fondamentale  :  ce  centre  reste  évidemment  invariable  par  toute  substitution  d'un 
groupe  de  rotation  autour  du  centre  comme  l'est  tout  groupe  fini. 


PREMIERE  PARTIE. 

LES  FORMES  BINAIRES  A  COEFFICIENTS  Eï  INDÉTERMINÉES  RÉELS. 


PRÉLIMINAIRES. 

Nous  rappellerons  quelques  principes  essentiels  de  la  théorie  des  formes 
quadratiques  binaires  dont  nous  aurons  à  faire  un  constant  usage  dans  la  suite. 
Soit  la  forme  quadratique  binaire 

f{x,y)zi=:ax'^-\-  "ibxy  4-  cy^. 

On  donne  à  ^".et  y  des  valeurs  entières  réelles;  «,  h^  c  sont  supposés  réels 
quelconques.  Dans  la  théorie  arithmétique  de  ces  formes  on  envisage  avec 
grand  intérêt  les  formes  où  a,  h,  c  sont  entiers. 

Si  b'^  —  ac  <^  o,  la  forme  a  le  même  signe  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x 
et  y.  Elle  est  dite  définie.  Ce  n'est  pas  restreindre  la  généralité  que  de  sup- 
poser a  ^  o,  la  forme  est  dite  positive. 

Si  h'^ — àc^  o,  la  forme  n'a  pas  toujours  le  même  signe.  Elle  est  dite  indé- 
finie. 

Si  h^  —  ac^=.  o,  la  forme  est  carré  parfait  d'une  forme  linéaire  en  x  et  y.  Ce 
cas  est  le  moins  intéressant  dans  l'étude  arithmétique.  Nous  le  passerons  sous 
silence  dans  la  suite. 

Représentation  géométrique.  —  Considérons  l'équation 

f{x^  y)  =:  ax^-^  ibxy  +  cj^irr  o, 
ce 

ou,  en  posant  ;^  = -> 

Deux  cas  sont  possibles  : 

1°  Si  la  forme  est  définie,  ses  racines  sont  imaginaires  conjuguées  :  ^  et'Co* 
On  représentera  la  forme  (et  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  en  la  multipliant 
par  un  facteur  constant)  par  le  point  du  demi-plan  supérieur  de  la  variable 

J.  2 
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complexe  z  =  '^  -h  vt]  dont  l'affixe  est  '(  (nous  dirons  pour  abréger  le  point  XS) 
et  nous  pourrons  toujours  nous  borner  à  la  considération  du  demi-plan  supé- 
rieur de  la  variable  complexe  (y]>o). 
^0  est  symétrique  de  t  par  rapport  à  O^. 

L'abscisse  de  'C  est  égale  à  —  -  =  -('(-+-  'Co). 

Le  carré  de  sa  distance  à  l'origine  est  -  =  lC^  =  Norme  '(. 


Il  est  facile,  connaissant  les  trois  nombres  a,  b,  c,  de  construire 
On  peut  remarquer  que  l'ordonnée  de  C  est  égale  à  — 


Fig. 


Ko 


2°  Si  la  forme  est  indéfinie,  ses  racines  sont  If,  'Ço,  réelles.  On  définit  une 
première  et  une  deuxième  racine  dans  certaines  rechercbes,  on  prend 


C.= 


K,-= 


—  b  +  \/b-' 

—  ac 

a 

—  b-\lb-'- 

—  ac 

et  l'on  représente  la  forme /(;r,  y)  par  le  demi-cercle  tracé  sur  Ï/Co  comme 
diamètre,  affecté  d'une  flèche  allant  de  la  première  à  la  deuxième  racine.  Cette 


Fis.  2. 


5. 


flèche  permet  de  distinguer  la  forme  f{x,  y)  de  la  forme  —  f{x,y)  à  laquelle 
correspondrait  la  même  demi-circonférence  mais  affectée  de  la  flèche  opposée. 
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La  raison  de  cette  représentation  géométrique  ressort  de  la  théorie  de  la 
réduction  des  formes  quadratiques,  puis  de  la  réduction  continuelle  telle 
qu^Hermite  l'a  imaginée.  C'est  à  Stephen  Smith  qu'on  doit  cette  interpréta- 
tion de  la  méthode  d'Hermite.  Nous  rencontrerons  plus  loin  l'interprétation 
géométrique  complète  de  la  méthode  de  réduction  exposée  par  Hermite  dans 
son  Mémoire  Sur  Viiitroduction  des  variables  continues  dans  la  théorie  des 
/«omè/-e5  (Heumite,  Œuvres^  t.  I,  p.  i64)- 

Equivalence.  —  Deux  formes 

f{x,y)  —  ax--^ibxY-^cy''-         el         F(X,  Y)  =  AXÎ4- 2BXY  +  C  ^ - 

quadratiques  binaires  sont  dites  équivalentes  proprement  si  F(X,  Y)  s'obtient 
en  remplaçant  dans  fi^x^  y),  x  el  y  par 

(  ^  — aX  +  ÔV. 

a,  ^,  Y,  ^  étant  quatre  entiers  réels  tels  que  ao  —  ^y  ~  ^  '• 

F(X,Y)=/(aX+^Y,yX  +  ÔY). 

La  substitution  S  est  dite  une  substitution  modulaire. 

Elle  fait  correspondre   à   tout   couple   d'entiers   (x,  y)   un    couple    d'en- 
tiers (X,  Y)  et  réciproquement.  On  a 

ir-—\C  =  b'-  —  ac. 

Donc,  sif{x,  y)  est  définie,  F(X,  Y)  sera  aussi  définie;  si /est  indéfinie,  F  l'est 
aussi. 

Soit  z  le  point  représentatif  de  la  forme /(x*,  y)  supposée  définie;  c'est  la 
racine  située  dans  le  demi-plan  supérieur  de  l'équation 

/(..,  0  =  0. 

Soit  Z  le  point  représentatif  de  la  forme  F(x,  y);  c'est  la  racine  de  l'équation 

F(Z,  i)  =  o, 
qui  n'est  autre  que 


aZ  +  ^       \ 
''  \  y  z  +  0       / 


On  a  donc  entre  j  et  Z  soit  la  relation 


yZ  +  ô' 
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soit  la  relation 

_  aZ  +  P 

Zq  étant  conjugué  de  z.  Mais  on  voit  immédiatement  que  ^^_^^  comme  Z  est 

situé  dans  le  demi-plan  supérieur  de  la  variable  complexe  (c'est  un  calcul  facile 
qui  résulte  de  a§  —  fly  =  i),  on  a  donc  bien 

_  aZ  +  (3 
^"~  yZ  +  ô' 

Si  donc  F(X,  Y)  se  tire  de/Çœ,  y)  par  la  substitution 

(S)  i.r  =  vx+aY      (^^ -?-/  =  ■)• 

son  point  représentatif  Z  se  tire  de  celui  de/(^,  y)  par  la  substitution 

_  «Z  +  [3 

qui  est  une  substitution  fuchsienne.  Nous  désignerons  également  par  la  lettre  S 
cette  dernière  substitution. 

Pour  abréger  nous  écrirons  quelquefois  symloliquement 

F(X,Y)=/.S, 
Z=:^.S; 

c'est  une  notation  coutumière  dans  la  théorie  des  groupes.  Il  ne  faut  pas  y  voir 
autre  chose  qu'une  notation. 

^if(x,y)  est  indéfinie,  il  lui  correspond  un  demi-cycle  (demi-cercle  affecté 
d'un  sens),  à  F(X,  Y)  =/.S  correspond  aussi  un  demi-cycle.  C'est  une  chose 
facile  de  vérifier  que  si  le  point  z  décrit  le  demi-cycle  correspondant  'df(x,  y) 
dans  le  sens  de  sa  flèche,  le  point  Z  lié  à  s  par 

aZ  +  3 


yZ  + 


écrit  en  même  temps  le  demi-cycle  correspondant  à  F(X,  Y)  dans  le  sens  de 
sa  flèche. 

Réduction  des  formes  définies.  —  Reprenons  la  forme  définie 

(i)  f{x^y)z=:ax'^-\'ihxy-\-cy'^         {ac  —  Z^^>o); 

on  sait  qu'il  existe  une  substitution  modulaire  S  telle  que  la  forme 

(2)  /•.Sr=F(X,\)zz:AX2+2BXY  +  CY2 
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ait  des  coefficients  vérifiant  les  inégalités  suivantes  : 
(3)  2|BI<A,        A<C 

et,  naturellement, 

AC-Hî>o. 

Cette  forme  F  est  dite  une  réduite  équivalente  à  f. 

En  général  une  forme  définie  n'a  qu'une  seule  réduite  :  ceci  arrive  toutes 
les  fois  que  les  conditions  (3)  se  trouvent  être  de  vraies  inégalités.  Si  certaines 
des  inégalités  (3)  se  trouvaient  être  des  égalités,  il  y  aurait  deux  réduites  dif- 
férant seulement  par  le  signe  du  coefficient  moyen  B. 

Considérons  le  point  représentatif  Z  d'une  réduite;  son  abscisse  [partie 

R  I 

réelle  de  Z  que  nous  désignons  par  <^(Z)]  est  —  -r-»  elle  est  comprise  entre 


et 


C 


Le  carré  de  sa  distance  à  l'origine  est^i  :  Norme  Z  =  —  • 

Le  point  Z  est  donc  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  du  triangle  curviligne  CD„ 


dont  les  côtés  sont  les  droites 


et  le  cercle 


l^- 


i'-^ff- 


tôo  s'appelle  le  domaine  de  réduction.  Toute  forme  définie  dont  le  point 
représentatif  est  intérieur  à  (D,,  ou  sur  son  contour  est  dite  réduite. 

Fig.  3. 


Le  développement  de  la  théorie  de  la  réduction  montre  que  : 

i"  Deux  formes  réduites  dont  Vune  au  moins  a  son  point  représentatif  inté- 
rieur à  (f>„  ne  sont  équivalentes  que  si  elles  sont  identiques. 

2°  De  toutes  les  formes  équivalentes  à  une  forme  donnée  positive  (formes 
d'une  môme  classe)  il  y  en  a  en  général  une  seule  dont  le  point  représentatif 
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tienne  à  cOq  :  c'est  ce  qui  a  lieu  si  ce  point  représentatif  tombe  à  l'intérieur 
de(©o;ilyen  a  deux  dans  certains  cas  exceptionnels,  et  ils  sont  alors  symé- 
triques par  rapport  à  Oy  et  tous  les  deux  su?^  le  contour  de  (D^. 

Le  groupe  modulaire .  —  C'est  le  groupe  des  substitutions  modulaires 

(S)  \  ^        ,^  (a,  (3,y,ô  entiers  réels;  ao— (3y  =  i) 

(j  =  yX  +  ôY 

ou 

_  aZ  +  (3 

les  deux  points  2  et  Z  sont  dits  quelquefois  congruents  dans  le  groupe  modu- 
laire. 

On  démontre  aisément  que  le  triangle  cOq  est  un  domaine  fondamental  du 
groupe  modulaire,  c'est-à-dire  que  : 

i*^  Si  l'on  forme  tous  les  congruents  d'un  point  z  par  les  substitutions  du 
groupe  modulaire,  il  en  tombe  toujours  un  à  l'intérieur  de  cDo  ou  sur  son 
contour. 

2°  Deux  points  dont  l'un  est  intérieur  à  (&„  et  l'autre  est  dans  (Ç),,  ou  sur  son 
contour  ne  peuvent  être  congruents  que  s'ils  sont  confondus. 

3°  Dans  (Oq  ne  peuvent  tomber  plus  de  deux  congruents  d'un  point  z. 

Il  n'en  tombe  qu'un  en  général,  et  il  est  intérieur  à  (O^.  S'il  en  tombe  deux, 

ils  sont  nécessairement  sur  le  contour  de  'jd^  et  symétriques  par  rapport  à  Ot]. 

On  démontre  aussi  que  les  deux  substitutions  fondamentales  du  groupe 

modulaire  sont 

^  rr  Z  —  I, 


La  division  modulaire  du  plan.    —  Lorsque  Z  décrit  le  triangle  (Dp,  le 

point  z  ■=  -^ — ^  décrit  un  triangle  curviligne  cD  dont  les  côtés  sont  des  arcs 

de  cercle  normaux  à  l'axe  réel  (les  droites  normales  à  cet  axe  sont  à  comprendre 

parmi  ces  arcs  de  cercle).  Si  l'on  imagine  que  la  substitution  S  (^  =     y  ^  \ 

changé,  cO  changera.  Par  toutes  les  substitutions  du  groupe  modulaire,  CD^  se 
transforme  en  une  infinité  de  triangles  qui,  suivant  un  processus  connu, 
recouvrent  tout  le  demi-plan  supérieur.  L'opération  de  la  réduction  d'une 
forme  définie  se  présente  donc  ainsi  : 

Le  point  représentatif  z  de  la  forme/(ic,  y)  tombant  dans  un  des  triangles  (ô 

a  Z  +  " 
de  la  division  modulaire,  si  S  est  la  substitution  z  =   '  r,  ,  K  qui  transforme  le 
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triangle    (C)    dans    le    triangle    to^,    la   réduite    équivalente   à  /(x-,  y)   sera 
F(X,Y)=/.S. 

Représenta  lion  projective.    —  Il  nous  arrivera  quelquefois  de  nous  servir 
d'une  deuxième  représentation  des  formes  quadratiques  binaires. 

Fig.  \. 


Nous  choisissons  dans  un  plan  des  coordonnées  trilinéaires  telles  que  la 
conique  x^x^  —  x\  =  osoit  une  ellipse.  Nous  l'appelons  la  conique  fondamen- 
tale ou  absolue,  avec  Gayley.  Tout  point  tel  que  x,  x^  —  xi  ^  o  est  intérieur  à 
la  conique;  si  x^x^  —  x\<^o  il  est  extérieur.  Gela  fait  nous  représentons  la 

forme  quadratique 

f{.x,  y)  =  ax'^-\-  ibœy  -\-  cy 

par  le  point  de  coordonnées  homogènes 

Xx  =  a,         oc-i—b,         .T3=zc. 

Une  forme  définie  a  son  point  représentatifs  l' intérieur  de  la  conique  fonda- 
mentale  ;  une  forme  indéfinie  a  son  point  représentatif  à  l'extérieur  de  la  conique 
fondamentale;  on  la  représente  aussi  par  le  segment  qui  joint  les  points  de 
contact  des  tangentes  à  la  conique  issues  du  point  représentatif,  afin  de  n'envi- 
sager jamais  que  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur  delà  conique  fondamentale. 

Une  forme  dont  le  discriminant  est  nul  a  son  point  représentatif  sur  la 
conique  fondamentale. 

Les  deux  modes  de  représentation  donnés  sont  d'ailleurs  étroitement  liés  l'un 
à  l'autre. 

Représentons  paramétriquement  la  conique  fondamentale  à  l'aide  des  rela- 
tions 

■Il  —  J^  —  Il 

*C  étant  le  paramètre. 

On  voit  que  les  valeurs  du  paramètre  correspondant  aux  points  de  contact 
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des  tangentes  issues  du  point  a?,  =  a,  iCo  =  h,  x.^  =  c,  sont 

ce  sont  les  racines  de  la  forme. 

On  fait  alors  correspondre  V intérieur  de  la  conique  et  le  demi-plan  analy- 
tique en  associant  à  tout  point  a,  b,  c,  intérieur,  la  racine  dont  la  partie  imagi- 
naire est  positive  de  l'équation 

c'est-à-dire  le  point  représentatif  selon  le  premier  mode  de  la  forme  définie 

y(^,  y  )  r=:  a^r- -+- 2  ^xj -h  c  >•-, 

A  un  point  '(  de  la  conique  correspond  le  point  de  l'axe  réel  qui  a  pour 
abscisse  la  valeur  correspondante  du  paramètre  '(. 

Si  un  point  décrit  un  segment  '(,^2  joignant  deux  points  '(,'(2  delà  conique, 
son  correspondant,  dans  le  demi-plan  analytique  décrit  la  demi-circonférence 
orthogonale  à  O^  qui  va  du  point  d'abscisse  u,  au  point  d'abscisse  (2  ^^  l'axe 
réel.  On  voit  ainsi  la  liaison  entre  les  deux  modes  de  représentation  des  formes 
indéfinies. 

Il  faut  aussi  rappeler  que  les  notions  de  distance  et  d'angle  par  rapport  à  la 
conique  fondamentale  deviennent,  par  la  transformation  précédente,  les  notions 
de  distance  et  d'angle  dont  Poincaré  s'est  beaucoup  servi  dans  son  Mémoire  sur 
les  groupes  fuchsiens. 

Enfin  aux  substitutions  modulaires,  effectuées  sur  le  paramètre  '(,  corres- 
pondent des  transformations  homographiques  qui  conservent  l'intérieur  de  la 
conique  fondamentale,  formant  un  groupe  de  mouvements  non  euclidiens.  Le 
domaine  fondamental  de  ce  groupe  est  un  triangle  ayant  un  sommet  sur  la 
conique  et  deux  sommets  intérieurs;  c'est  le  transformé  du  domaine  (Q^  parla 
correspondance  indiquée  plus  haut. 


CHAPITRE  I. 

THÉORIE  DES  FORMES  BINAIRES  A  COEFFICIENTS  ET  INDÉTERMINÉES  RÉELS 

RÉDUCTION  CONTINUELLE. 


Avec  Hermite  nous  considérons  une  forme 

/(•^^  j)  =  Clo^"  +  «1  oc''-' y  +  «2  oc''-'' y  -+-...  -f-  ûn-i  xy"-'  H-  Un)  "       ('  )• 

et,  conjointement,  l'équation 

/(5,  i)  =  aoS"H-a,^«-»4-.  ,.  +  «„— o, 

dont  les  racines  seront  appelées  racines  ou  zéros  de  la  forme/. 

Soient  a,,  a,,  ...,  a^  les  racines  réelles  de/;  [3,,  (3;;  j^^,  j^',;  ...;  j3v,  fi;  ;  ses 
couples  de  racines  imaginaires  conjuguées; 

On  aura 

/(•^.  7)  =  «o(^  —  a,  j)  . . .  (^  —  «(;./)  (a;  —  [3,7)  (^  —  (S'.j). . . 

Concevons  qu'avec  les  quantités  réelles  /,,  ...,  Z^^;  w,,  Wj?  •••j  ^^v,  on 
construise  la  forme  quadratique  définie  positive 

?('^,  y)  =  tlix  —  a^yy--^..  .+  ^^(^_a(,j)2  4-  2  w^(.r  —  [3,-y)  [x —  <^\r) -\- . . . 
+  2  «ç  {x  —  (3v  j)  (^  —  (3;/). 

On  imagine  maintenant  que  les  /  et  les  u  reçoivent  un  système  de  valeurs 
déterminées  et  pour  ce  système  de  valeurs  on  réduit  la  forme  9.  Il  faut  pour  la 
réduire  faire  sur  x  ely  la  substitution 

(ï)  Nous  supposons  dans  la  suite  «o  ?^  o-  0"  pourra  toujours  se  placer  dans  ce  cas  en  rempla- 
çant au  besoin  y  par  une  forme  équivalente  modulairement  et  dont  le  premier  coefficient  ne  soit 
pas  nul,  ce  qui  est  toujours  possible.  D'ailleurs,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  celte  supposition 
n'est  pas  indispensable;  elle  allège  simplement  l'exposition. 

J.  .  3 
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On  fera  alors  sur/ la  même  substitution  que  sur  o,  on  obtient  une  forme /S 

équivalente  à/, 

<I»(X,  Y)  —  oS-=o{x\  -h  (3Y,  yX  +  ÔY), 
F(X,Y):=/S  =  /(aX  +  [3Y,yX+<5Y). 

Concevons  alors  que  les  /  et  les  u  reçoivent  toutes  les  valeurs  possibles,  que 
pour  chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  on  réduise  la  forme  :p,  et  qu'on  fasse 
dans  /  la  même  substitution  que  celle  qui  réduit  9.  On  obtiendra  ainsi  un 
ensemble  de  formes  équivalentes  à /que  nous  désignerons  par(/)  et  dont  nous 
allons  étudier  les  propriétés. 

Tout  revient  à  étudier  V ensemble  des  substitutions  S  qu'il  faut  faire  pour 
réduire  cp  lorsque  les  t  et  les  u  prennent  toutes  les  valeurs  possibles.  Ceci  va 
nous  être  facilité  par  la  représentation  géométrique  des  formes  définies  qua- 
dratiques et  l'interprétation  de  la  réduction  de  ces  formes  rappelée  dans  les 
préliminaires. 

Tout  d'abord  cherchons  le  domaine  décrit  par  le  point  représentatif  de  la 
forme  cp  lorsque  les  t  et  les  u  varient. 

Développons  l'expression  de  la  forme  o;  nous  pouvons  l'écrire 

0  7=  pa;-  —  icjay -\- ry'-^ 
en  posant 

p  —  t\  -H  .  .  .  H-  ^^.  +  2  «^  -h  .  .  .  +  2  lût  -, 

Prenons  par  exemple  la  représentation  projective.  Soient  : 

Al   le  point  de  la  conique  qui  représente  {x  —  aj  j)*;  ses  coordonnées  sont   i,   —  a,,  a'j  ; 
A2  »  {x  —  at.nyY\  »  I,   — a,,  y.\\ 


i 


«u.,    oc 


\I.i    <^[l.i 


Afx  »  {x—  Uy,y)-;  »  i 

Bj  le  point  intérieur  à  la  conique  qui  représente 

{x  —  ^iy){x — (3',  7);         ses  coordonnées  sont         i,     — ^^ !— !-^,      i^il^'i» 

5 

Bv  le  point  intérieur  à  la  conique  qui  représente 

{x  —  j3v/)  (^ — Pvj);         ses  coordonnées  sont         i,      • — ^,      (3v(3v. 

Le  point  représentatif  de  cp  peut  alors  se  désigner  symboliquement  par 

^j  A,  +  . .  .4-  /^.Aj;.+  2«^BiH-.  ..+  2«,7Bv, 

ce  qui  veut  dire  que  chacune  de  ses  coordonnées  homogènes  s'obtient  en  rem- 
plaçant dans  l'expression  précédente  les  lettres  A,  et  B,  paria  coordonnée 
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homogène  en  question  relative  au  point  A/  ou  B/  correspondant  ;  en  d'autres 
termes,  la  première  coordonnée  p  s'obtiendra  en  remplaçant  respectivement 
A,  . . .  Bv  par  leurs  premières  coordonnées,  la  deuxième  coordonnée  —  q  par 
leurs  deuxièmes  coordonnées,  la  troisième  coordonnée  r  par  leurs  troisièmes 
coordonnées. 

Une  telle  expression  symbolique  du  point  représentatif  de  tp  fait  apparaître 
la  ressemblance  avec  les  formules  connues  du  barycentre  des  points  A,,  ..., 
A^^  B,,  ...,  Bv,  affectés  de  masses  respectives  proportionnelles  à  l\,  ...,  /i;, 
Mj,  ...,  u'^.  Plus  précisément,  si  l'on  a  choisi  pour  système  de  coordonnées 
trilinéaires  le  système  des  coordonnées  homogènes  x\^  x.^,  x^^  x^  jouant  le  rôle 
de  la  coordonnée  d'homogénéité,  en  sorte  que  les  coordonnées  cartésiennes 

soient  —  et—  (la  conique  fondamentale  serait  une  parabole,  cas  limite  d'une 

ellipse),  on  voit  que  le  point  représentatif  de  «p  est  exactement  le  barycentre 

des  points  A,,  . . .,  A^^,  B,,  . . .,  B,,  affectés  des  masses  /;,  . . .,  /;!,  2.11%  . . .,  2m^. 

Bien  n'est  alors  plus  aisé  que  de  construire  le  domaine  dans  lequel  se  meut 

le  point 

f|A,  +  .  . .  +  ^^Ajj.-i-  2«^[3,H-.  . .+  2Wv-i3v, 

connaissant  les  points  A,,  . . .,  Ay,,  B,,  . . .,  Bv,  lorsque  /,,  . . .,  t^,  w, ,  . . .,  //<;> 
prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 


"2  '1 


fA,*t^A,*^fi., 


En  effet  /JA,  4-  tlA.,  va  décrire  le  segment  AjAg;  il  sera  en  A,  pour  t.,  =  o, 
en  A2  pour  /,  =  o.  Le  point  (/JA,  +  ^'Ag)  +  ^J A3,  lorsque  t^  variera  /,  et  t.y 
restant  fixes,  décrira  le  segment  qui  joint  A3  au  point  /^  A,  -+-  tlA.,.  Et  lorsque 
^(j/jj  ^3  varieront  arbitrairement,  ce  même  point  i]Ai-h  tlA^-h  /iJAg  va  décrire 
le  triangle  A,  A,  A3  (*).  Si  /,,  t.,,  t^^o  il  esta  l'intérieur;  si  l'une  des  trois 
quantités  /,,  /g»  ^3  est  nulle,  il  est  sur  un  côté;- si  deux  sont  nulles,  il  est  en  un 
sommet. 

[On  peut  remarquer,  en  passant,  que  si  trois  points  quelconques  M,,  M.,, 
M3  sont  donnés  dans  ou  sur  la  conique  fondamentale,  à  tout  point  M  intérieur 
au  triangle  ou  situé  sur  son  périmètre  correspond  (à  un  même  facteur  près)  un 
seul  système  de   nombres  [xj,  [/.],  aj  tels  que  le  point  M  s'écrira   symboli- 

(1)  Al,  A2,  A3  étant  sur  la  conique,  ce  trian<2[le  ne  se  réduit  pas  à  un  segnienl  de  droite. 
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quement 

En  continuant  de  proche  en  proche,  sans  qu'il  soit  utile  d'insister  davantage, 
il  est  clair  que  le  point  représentatif  de  la  forme  9  va  décrire  l'intérieur  et  le 
périmètre  du  plus  petit  polygone  convexe  qui  contienne  à  son  intérieur  ou  suî^ 
son  périmètre,  Vensemhle  des  points  A, ,  Ao,  . . .,  Ajj^;  B, ,  . . .,  B^  Ce  qu'il  faut 
entendre  par  là  n'est  pas  douteux,  et  le  polygone  en  question  peut  être  construit 
par  le  procédé  indiqué  : 

On  joindra  d'abord  les  points  A,,  Aj;  le  premier  point  de  la  suite  A3,  ...,  Ajj,, 
B,,  ...,  Bvqui  n'est  pas  sur  A,  A2  détermine  avec  A,  Ao  un  triangle  (si  A3  existe, 
c'est  lui  qu'il  faudra  prendre).  Puis  le  premier  point  autre  que  les  trois  sommets 


du  triangle  qui  ne  tombe  pas  dans  ce  triangle  ou  sur  son  périmètre  déterminera 
avec  les  trois  sommets  du  triangle  un  quadrilatère  convexe,  ou  avec  deux 
d'entre  eux  un  triangle  qui  contient  le  troisième  {voir  les  deux  cas  de  figure). 
On  continuera  de  proche  en  proche  en  choisissant  le  premier  des  points  de  la 
suite  A,,  . . .,  Bv,  qui  ne  tombe  ni  à  l'intérieur  ni  sur  le  périmètre  du  quadrila- 
tère ou  du  triangle  qu'on  vient  de  déterminer,  et  à  l'aide  de  ce  point  on  déter- 
mine un  polygone  de  5,  4  ou  3  côtés  qui  contient  à  son  intérieur  ou  sur  son 
périmètre  tous  les  points  de  la  suite  A,,  . . .,  B,,  qui  précèdent  le  point  choisi  en 
dernier  lieu.  Après  un  nombre  limité  d'opérations,  le  polygone  en  question 
sera  construit. 

S'il  n'y  a  que  deux  points  dans  la  suite  A,,  . . .,  Bv,  le  polygone  se  réduira  au 
segment  qui  les  joint;  de  même  si  tous  les  points  de  la  suite  en  nombre  supé- 
rieur à  deux  étaient  en  ligne  droite,  le  polygone  se  réduirait  au  plus  petit  seg- 
ment de  la  droite  contenant  tous  les  points. 

Si  tous  les  points  A , ,  . . . ,  B^  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  on  a  un  vrai  polygone 
convexe.  D'un  mot  voici  comment  on  peut  le  concevoir.  On  imagine  qu'en 
A,,  ...,  Bv  sont  plantées  des  épingles  et  qu'on  jette  sur  le  plan  une  boucle 
simple  de  fil  flexible  embrassant  toutes  ces  épingles,  puis  on  tend  le  fil  de  la 
boucle  de  façon  qu'elle  emprisonne  toujours  toutes  les  épingles,  la  boucle  dessi- 
nera alors  le  polygone  cherché. 

Voici  des  exemples  de  figure. 
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On  peut  remarquer  que  si /n'a  que  des  racines  réelles  le  polygone  aura  pour 
sommets  consécutifs  les  tx  points  A,, . ..,  A^^,  dans  l'ordre  où  ils  se  suivront  sur 
la  conique  fondamentale;  à  coup  sûr  aussi  les  points  A,,  .  ..,  A^  qui  figurent 


dans  la  suite  A,,  Ao, . . .,  A^,  B,, . . .,  B!,,  lorsque  /  a  des  racines  imaginaires, 
seront  des  sommets  du  polygone.  Ceci  résulte  de  la  propriété  de  l'ellipse  d'être 
une  courbe  convexe  (c'est  encore  vrai  du  cas  limite  envisagé  plus  haut  :  la 
parabole). 

Si  nous  passons  à  la  représentation  de  la  forme  cp  par  l'affixe  de  sa  racine  Z 
située  dans  le  demi-plan  supérieur,  on  a 

C-i-^o  _  7  _  r;  g,  + .  . .  +  -^g. ^jx  4-  f/ 1  (  (Si  +  (3; )  4- .  ■ .  +  ^/vM  Pv H-  (3;  ) 

??.  =  -• 


Les   points    A,,   Ao,   ...,   A^  représentatifs   des  formes  (a?  —  a, j)^,    ..., 
Çv  —  fy-^y)'  sont  des  points  de  l'axe  réel  d'abscisse  a, ,  ao,  . . . ,  ajjt,. 
Les  points  p,,  ^o, . . . ,  |3v,  représentatifs  de 

(^-,3,r)(^-^',y),     (X— (3,7)(^-^;7),     ...,    {^- -  ^.y){^  -  %y) 
sont  des  points  du  demi-plan  supérieur  ayant  respectivement  pour  affixes  f},, 

Si  l'on  affecte  ces  points  respectivement  des  masses  l],  . . . ,  i^,  iu],  ....  2W^, 
on  voit  que  la  projection  sur  l'axe  réel  du  point  '(  représentatif  de  cp  est  la  pro- 
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jection  sur  cet  axe  du  barycentre  euclidien  des  points  A,,  .  ,.,  A^,  B,,  .. .,  D^, 
affectés  des  masses  précédentes. 

On  voit  aussi  que  les  mêmes  principes  qui  ont  permis  de  trouver  le  domaine 
dans  lequel  évoluait  le  point  représentatif  de  o  dans  la  première  représentation 
sont  valables  ici. 

Pour  passer  de  la  première  représentation  à  la  deuxième,  il  faudra  remplacer 
le  segment  de  droite  joignant  deux  points  intérieurs  à  la  conique  ou  situés  sur 
elle  par  l'arc  du  cercle  orthogonal  à  l'axe  réel  qui  joint  les  correspondants  de 
ces  deux  points  dans  le  demi-plan  analytique. 

Ceci  résulte  de  la  propriété  rappelée  dans  les  préliminaires  en  vertu  de 
laquelle  par  la  transformation  qui  fait  passer  de  l'intérieur  de  la  conique  au 
demi-plan  analytique  une  droite  du  plan  de  la  conique  devient  un  cercle  ortho- 
gonal à  l'axe  réel. 

Pour  abréger,  il  nous  arrivera  d'appeler  les  cercles  orthogonaux  à  l'axe  réel 
des  droites  non  euclidiennes;  ceci  est  conforme  à  la  représentation  donnée  par 
Poincaré  de  la  géométrie  non  euclidienne  de  Lobatchefsky  dans  Tintroduction 
de  sa  théorie  des  groupes  fuchsiens. 

Des  deux  remarques  précédentes  on  conclut  une  construction  bien  simple  du 
point  'C  connaissant  A,,  A^, ... ,  Aj^.;  B,, . . . ,  B^  et  leurs  masses  respectives  t\,...y 

'u.  5  2  ^'n  •  •  •  )  -^^'v  • 

Fi  g.  S. 


A,  P,    A,       ?,    A,  P3  0,        P     O3 


Sur  la  droite  non  euclidienne  A^Ag  on  prendra  le  point  '(,  qui  se  projette 
en  P,  sur  l'axe  réel  et  tel  que 


et  l'on  affectera  'Ci  de  la  masse  i\  +  i\. 

Sur  la  droite  non  euclidienne  '(,  A3  on  prendra  C^  qui  se  projette  en  P^  tel 
que 


W  V 


PîA;^  t\+     l\ 


7> 


et  'C.  recevra  la  masse  /;  +  t\  h-  t\. 

On  continuera  ainsi  de  proche  en  proche.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'il 
y  ait  trois  racines  réelles  a^,  a.,,  a3,  et  deux  couples  déracines  imaginaires  con- 
juguées  ?,?;;?,?;. 
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Sur  la  droite  non  euclidienne  qui  joint  t.,  à  B,  on  prendra  Ca  projeté  en  P.,  et 
tel  que 


'C;,  recevra  la  masse  t'^^  -h  t',  -\-  l'I  -h  2u-^. 

Enfin  sur  la  droite  non  euclidienne  qui  joint  (3  à  Bj  on  prendra  '(  projeté  en  P 
tel  que 

ÏÏP; 2111 

VQl    ~        ti-htl-^tl-h2ll]' 

C  recevra  la  masse  t'\  -{- l'i  -h  i'I  -h  '2U'^  h-  iu',.  et  ce  sera  le  point  représentatif 
de  la  forme  ç. 

Convenons  d'appeler  barycenlre  non  euclidien  des  points  A,,  Ao, . . . ,  A^, 
B,,...,  Bv  respectivement  alTectés  des  masses  /îj,  /g?  •  •  •  ?  ^J)  2m*,  . . . ,  2ul  le 
point  C  construit  précédemment,  alors  le  point  représentatif  de  ç  sera  d'un 
mot  le  barycentre  des  points  A,,  Ao, . . .,  Aj^,,  B,,  Bg, . . . ,  Bv. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister,  on  voit  que  ce  barycentre  ne  dépend 
nullement  de  Tordre  dans  lequel  on  prend  les  points  A,, . . .,  A,^,  B,,...,  B.^  pour 
faire  la  construction.  On  voit  aussi  immédiatement  que  l'on  peut,  pour  la 
recherche  du  barycentre  de  l'ensemble  A ,,...,  B,,,  remplacer  tel  groupe  de  points 
de  cet  ensemble  que  l'on  voudra  par  le  barycentre  des  points  de  ce  groupe,  à 
condition  de  l'affecter  d'une  masse  égale  à  la  somme  des  masses  des  points  du 
groupe.  Tout  se  passe  pour  la  recherche  des  barycentres  comme  en  Géométrie 
euclidienne  ordinaire. 

Revenant  au  domaine  que  décrit  le  point  'C  représentatif  de  9  lorsque  les 
paramètres  /,  u  prennent  toutes  les  valeurs  possibles,  on  voit  ce  qu'il  faudra 
faire  pour  le  trouver  connaissant  les  racines  a, , . . . ,  (x.^\  (3, ,  P',  ; ...  ;  (^v,  3',  de  la 
forme  représentées  par  les  points  A,,^. . . ,  h^\  B,, . . . ,  Bv  du  demi-plan  supé- 
rieur. 

On  joindra  A,  A2  par  une  droite  non  euclidienne.  S'il  y  a  un  point  A3  on  le 
joindra  à  A,  et  Aj,  et  cela  déterminera  un  triangle  non  euclidien. 

Fie,  o. 


A,,  Ao,  A3  divisent  l'axe  réel  en  trois  segments  (nous  regardons  comme  for- 
mant un  même  segment  les  deux  demi-droites  reliant  au  point  à  l'infini  de  l'axe 
réel  les  deux  points  extrêmes  du  groupe  A,  AjAg,  ce  segment  contient  le  point 
à  l'infini  de  l'axe  réel).  S'il  y  a  un  point  A,,  on  le  joindra  par  des  droites  non 


24  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

euclidiennes  aux  extrémités  de  celui  des  trois  segments  précédents  qui  le  con- 
tient et  l'on  aura  un  quadrilatère  non  euclidien. 

On  épuisera  ainsi  tous  les  points  A^  en  joignant  chacun  d'eux  A^  aux  deux 
sommets  consécutifs  du  polygone  non  euclidien  déterminé  parlespointsA,,..., 
A,_,  qui  limitent  celui  des  i  —  i  segments  contenant  A^  en  lesquels  les  points 
A, , . . . ,  A^_,  partage  l'axe  réel.  On  obtiendra  ainsi  un  polygone  non  euclidien  û 
à  p.  côtés  (')  (fig-  lo).  On  prendra  le  premier  des  points  B,,...,  B^  qui  ne 


A,  A^A 


tombe  ni  à  l'intérieur  de  ce  polygone  ni  sur  son  périmètre  et  on  le  joindra  tou- 
jours, par  des  droites  non  euclidiennes,  aux  deux  sommets  du  polygone  qui  sont 
tels  que  les  deux  droites  qu'on  sera  amené  à  tracer  ainsi  ne  pénètrent  pas  dans 
le  polygone  TT  précédent.  On  obtient  ainsi  un  polygone  tt,  contenant  t:  à  son 
intérieur,  et  dont  le  contour  est  formé  des  deux  droites  précédentes  et  d'une 
partie  du  contour  de  tt  (^).  On  prendra  ensuite  le  premier  des  points  B,  qui  ne 

Fig.   II. 


A,  A*    A, 


tombera  ni  dans  le  dernier  polygone  tt,  obtenu  ni  sur  son  périmètre,  et  on  le 
joindra  comme  précédemment  aux  deux  sommets  de  ce  polygone  t:,  qui  sont 
tels  que  les  deux  droites  non  euclidiennes  qu'on  sera  amené  à  tracer  ainsi  ne 
pénètrent  pas  dans  le  polygone,  on  obtiendra  ainsi  un  polygone  ^o  (0-  Eii  con- 
tinuant de  proche  en  proche  jusqu'à  épuisement  de  tous  les  points  B, , . . . ,  B^  on 
arrivera  à  construire  le  plus  petit  polygone  coiwexe  ("')  non  euclidien  qui 
contienne  à  son  intérieur  ou  sur  son  périmètre  les  points  A,,  Ao,.. .,  Aj^; 
B,, .. .,  Bv. 

(' )  Si  l'on  suppose  quatre  points  Ai,  A2,  A3,  A4,    la  figure  9  représente  le  polygone  t:. 

(2)  Dans  la  même  hypothèse  que  pour  la  note  (i),  Bi  tombant  dans  7:,  B2  hors  de  iz,  la  figure  10 
représente  le  polygone  tti. 

(3)  Dans  les  hypothèses  des  notes  (i)  et  (2),  B3   tombant  hors   de  tti,  on   a  construit  le  poly- 
gone 712. 

C*)  Convexe,  c'est-à-dire  tel  que  le  polygone  n'est  traversé  par  aucun  de  ses  côtés  prolongé  au 
besoin. 
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Et  c'est  l'intérieur  et  le  périmètre  de  ce  polygone  non  euclidien  que  décrira 
le  point  s  représentatif  de  la  forme  quadratique  9  associée  à /lorsque  les  para- 
mètres /,  u  qui  entrent  dans  9  prendront  toutes  les  valeurs  possibles.  Ce  poly- 
gone D,  que  nous  appellerons  le  polygone  associé  à  la  forme  /,  est  parfaite- 
ment déterminé  par  la  connaissance  des  racines  de  celte  forme. 

Maintenant  que  nous  connaissons  le  domaine  D  que  décrit  le  point  '(  repré- 
sentatif de  9,  quand  les  ^  et  les  u  varient,  l'ensemble  des  substitutions  (S)  qu'il 
faut  faire  pour  réduire  9  peut  être  facilement  caractérisé  à  l'aide  de  l'interpré- 
tation géométrique  que  nous  avons  donnée  de  la  réduction  des  formes  quadra- 
tiques définies. 

Envisageons  la  division  modulaire  du  demi-plan,  telle  que  nous  l'avons  rap- 
pelé dans  des  préliminaires. 

Lorsque  le  point  représentatif '(  de  9  tombe  dans  un  des  triangles  (D  de  cette 
division,  la  substitution 

(aô-^7==.) 

y  —  y  X  +  ô  Y 

qui  réduit  9  est  celle  qui,  au  triangle  (D  que  décrirait  'C,  fait  correspondre  le 
triangle  cDo  que  décrirait  Z.  L'ensemble  des  substitutions  (S)  à  faire  pour 
réduire  9  lorsque  t  el  u  varient  s'obtient  ainsi  : 

Considérons  tous  les  domaines  modulaires  d)  avec  lesquels!)  a  au  moins  un 
point  commun  (intérieur  ou  sur  la  frontière),  Vensemble  des  substitutions  (S) 
est  C ensemble  des  substitutions  qui  transforment  chacun  de  ces  domaines  ûO 
en  CDoî  domaine  fondamental  du  groupe  modulaire. 

On  a  ainsi  comme  une  image  tangible  de  cet  ensemble  de  substitutions,  et  par 
suite  du  groupe  des  formes  {f)  que  la  réduction  continuelle  précédente  associe 
à  la  forme  initiale/". 

Remarque  I.  —  Si  la  îoTme  f  n'a  pas  de  racines  réelles  ou  si  ces  racines 
réelles  sont  toutes  rationnelles^  il  est  évident  géométriquement  que  le  do- 
maine D  n'a  de  points  communs  qvLavec  un  nombre  fini  de  domaines  modu- 
laires (D.  U  ensemble  i^f)  comprendra  donc  dans  ces  cas  seulement  un  nombre 
fini  de  formes.  Si  l'on  excepte  en  outre  les  formes  quadratiques  indéfinies  à 
coefficients  entiers,  on  voit  aussi  sans  grande  difficulté  que  les  deux  cas  précé- 
dents sont  les  seuls  où  Vensemble  (f)  n^admet  qu'u/i  nombre  fini  de 
formes  (*). 

(1)  On  voit  en  particulier  que  les  formes  n'ayant  que  des  racines  iniaffinaires  (formes  ayant 
toujours  le  même  signe),  ne  donnent  naissance  qu'à  un  nombre  fini  de  formes  {f).  Kt  cela  pourrait 
suffire  à  la  rigueur  pour  bâtir  la  théorie  de  la  réduction  relativement  à  ces  formes,  en  appelant 
réduites  toutes  les  formes  de  (/)  qui  sont  en  nombre  fini. 

J.  /, 
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Remarque  11.  —  Le  domaine  D  se  réduit  en  particulier  au  demi-cercle  joi- 
gnant a,  ao  lorsque /est  une  forme  quadratique  indéfinie 

bans  ce  cas  l'interprétation  de  la  réduction  continuelle  a  été  donnée  par 
St.  Smith,  et  elle  explique  pourquoi  on  a  représenté  dans  les  préliminaires 
une  forme  indéfinie  par  la  demi-circonférence  décrite  sur  le  segment  joignant 
les  deux  racines  comme  diamètre. 

A  ma  connaissance  l'interprétation  générale  n'a  pas  encore  été  donnée 
jusqu'ici;  nulle  part  il  ne  me  semble  avoir  été  question  du  polygone  D  associé 
à  une  forme  binaire. 

Dans  deux  autres  cas  intéressants  et  simples,  sur  lesquels  nous  reviendrons 
plus  tard  pour  les  traiter  complètement,  D  se  réduit  à  un  arc  de  cercle  ;  ce 
sont  : 

i"  Le  cas  des  formes  cubiques  ayant  une  racine  réelle 

/=  (>^  —  «i  j)  (-^^  —  Pi /)  (-37  —  ^',  .v) ; 
2°  Le  cas  des  formes  biquadratiques  à  racines  imaginaires 

/=(^-(3,j')(^-;3;j)(^-[3,7)(^-^,7). 

Dans  le  premier  cas  D  se  réduit  à  l'arc  du  cercle  orthogonal  à  l'axe  réel  qui 
joint  a,  à  p,. 

Dans  le  deuxième  cas  D  se  réduit  à  l'arc  du  cercle  orthogonal  à  l'axe  réel  qui 
joint  (3,  à  fJo. 

Polygones  associés  à  deux  formes  équivale  nies.  —  Soit  deux  formes  équi- 
valentes f^x^y)  et  /,  (-«^i>  Ji)?  ^^  supposons  qu'on  passe  de  la  première  à  la 
deuxième  par  la  substitution 

Les  racines  z  de  la  forme/,  et  celles  z^  de  la  forme/,  se  correspondent  biuni- 
voquement  par  la  transformation 

m^i+  mo 

Aidons-nous  des  remarques  suivantes  :  par  une  transformation 
à  un  contour  fermé  c  décrit  par  z-  dans  le  demi-plan  analytique  correspond 
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un  contour  fermée,  décrit  par  :r,  dans  ce  demi-plan.  (Bien  entendu,  sic  passe  par 
le  pointd'affîxe— 5  c,  passera  par  le  pointa  l'infini  du  demi-plan  qui  esta  consi- 
dérer comme  un  point  ordinaire  du  demi-plan;  ceci  ne  nous  empêche  nullement 
déconsidérer  c,  comme  un  contour  fermé  passantpar  l'infini.  Et  de  fait,  si  l'on 
passe  du  plan  analytique  à  la  sphère  dont  il  est  la  projection  stéréographique  et 
dont  tant  de  fois  on  a  fait  usage,  la  terminologie  employée  s'explique  d'elle- 
même.) 

Si  c  est  un  contour  simple  sans  point  double  délimitant  une  aire  d  d'un  seul 
tenant  simplement  connexe,  c,  sera  un  contour  de  même  sorte  qui  délimitera 
une  aire  d,  dont  tous  les  points  correspondront  biunivoquement  par  la  transfor- 
mation considérée  aux  points  de  l'aire  limitée  par  c.  Il  y  a  conseiTation  des 
sens  de  parcours  :  c'est-à-dire  que  si  z  décrit  c  dans  le  sens  direct,  c'est-à-dire 
tel  que  l'aire  ci  délimitée  par  c  soit  à  la  gauche  de  l'observateur  debout  sur  le 
plan  des  s  et  regardant  dans  le  sens  de  la  demi-tangente  positive,  s,  décrira 
aussi  c,  dans  le  sens  direct  tel  que  l'aire  A^  correspondant  à  ci  soit  à  la  gauche 
de  l'observateur  qui  regarderait  dans  la  direction  du  mouvement  de  z^. 

Alors,  par  la  transformation 

mzi+  /)Iq 

z  — 5 

le  contour  C  du  polygone  convexe  non  euclidien  D  associé  à/"  se  transforme  en 
un  contour  polygonal  C,  dont  les  sommets  sont  les  racines  de  /,  qui  sont  les 
transformées  de  racines  de  f  sommets  de  D  (').  C  contenant  à  son  intérieur 
sur  son  périmètre  toutes  les  racines  dey,  G,  contiendra  à  son  intérieur  ou  sur 
son  périmètre  toutes  celles  de/*,.  Et  il  n'y  a  pas  de  contour  polygonal  convexe 
intérieur  à  G,  contenant  toutes  ces  dernières  racines,  car  par  la  transformation 
il  correspondrait  à  un  contour  polygonal  convexe  intérieur  à  G  et  contenant 
toutes  les  racines  de  /.  Donc  G,  est  le  contour  du  polygone  D,  associé  à  /,. 

Les  domaines  associés  à  deux  formes  équivalentes  y,  /,  se  transforment 
donc  Vun  dans  Vautre  par  la  substitution  modulaire  qui  fait  passer  de  f 
àfi- 

Voici  quelques  figures  qui  montrent  la  transformation  des  domaines  l'un 


C)  Nous  répétons  encore  que  si  —  est  un  sommet  de  D,  C\  aura  un  de  ses  sommets  à  l'infini  : 

les  côtés  issus  de  ce  sommet  seront  deux  droites  orthogonales  à  l'axe  réel,  mais  ceci  n'est  pas  une 
exception,  ni  une  difficulté.  Il  n'y  a  pas  non  plus  dans  ce  cas  de  doute  possible  sur  ce  qu'il  faut 
entendre  par  l'aire  que  limite  Cj.  Nous  ne  reviendrons  plus  à  l'avenir  sur  ce  cas  particulier  qu'on 
a  toujours  l'habitude  de  faire  rentrer  dans  le  cas  général  comme  nous  le  faisons  en  considérant, 
si  cela  paraît  plus  commode,  la  sphère  comme  support  de  la  variable  complexe  au  lieu  du 
plan. 
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dans  l'autre  (on  a  donné  en  particulier  le  cas  où  l'un  des  sommets  du  polygone 
est  à  l'infini). 

a|,  ai,  aj,  a^  et  [3,  sont  les  racines  de  /,  qui  correspondent  aux  racines  a,, 

ao.  a.,,  a,  et  [3  de/. 


a,       «^  cx_,        oc. 


Fig.  12  et  Fig.  i3. 


H  est  facile  maintenant  de  montrer  que  deux  formes  équivalentes /et/,  don- 
nent naissance  au  même  groupe  de  formes  (/)  par  la  réduction  continuelle. 
Autrement  dit  (/)  et  (/)  sont  identiques. 

En  effet,  soit  S  la  substitution 


qui  fait  passer  de  /  à  /, 


soient  (D,  un  des  domaines  modulaires  avec  lesquels  D,  associé  de/  a  des  points 
communs,  S,  la  substitution  qui  amène  (D,  sur  (Do  [®o  =  ®i  ^i]i  i^  est  clair  que 
le  triangle  modulaire  (D  tel  que  CD,  =  (O.X  mord  sur  D,  et  la  substitution  qui  le 
transforme  en  (Do  est  exactement  2. S,  [(Do  =  ®i  S,  =(D.2SJ. 

Au  groupe  (/)  appartient  donc  la  forme  /i;S,=/S,  puisque /,  =/2 
et/.  S,  appartient  à  (/). 

Toute  forme  de  (/)  est  dans  (/,)  et  inversement.  Donc  (/)  et  (/)sonl 
composés  des  mêmes  formes. 

En  résumé  :  Que  l'on  parte  de /ou  d'une  forme  équivalente  /  quelconque. 
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l'ensemble  des  formes  (/)  qae  la  réduction  continuelle  conduit  à  former  est 
toujours  le  même  ('). 

On  peut  d'un  mot  caractériser  celles  des  formes  équivalentes  à  /  qui  consti- 
tuent le  groupe  (/).  Effectivement  une  forme  de  (/)  s'obtient  en  faisant  dans/ 
la  substitution  qui  amène  sur  (Ç),  un  des  domaines  modulaires  (Q  sur  lesquels 
mord  le  polygone  D  associé  à/;  par  conséquent,  le  polygone  associé  à  celte 
forme  (/)  mordra  sur  (©o-  L'ensemble  des(/)  est  formé  de  toutes  les  formes 
équivalentes  à  f  dont  le  polygone  associé  a  avec  cDo  au  moins  un  point 
commun. 

Avec  cet  énoncé  on  voit  bien  que  l'ensemble  (/)  est  le  même  quel  que  soit  la 
forme  équivalente  à/ dont  on  parte. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  si  /  et  /,  sont  deux  formes  équi- 
valentes 

9  et  9,  leurs  formes  associées 

-^  1  ul  {x  —  ^^y)  {x  —  i^'^y), 
?i(^i,7i)=Tï(^i-aÎ7i)-i---.  +  '^^.(-^. -a^ri)'+2u?(^,-(3{70(^i-(3V/,)4-... 

9  (a?,  j)  se  transforme  en  o,  (a;, ,  j,  )  par  la  substitution 

X  ^=  mx^  +  ni^^y^, 
yzzznxi-hn^yi, 

«i  l'on  suppose 

t|  =  tf{m  —  (x,n)\ 

vf  =  uf{ni  —  ^in){m  —  ^'in). 

Donc  'C  point  représentatif  de  9  pour  les  valeurs  /,  u  des  paramètres  et  '(« 
point  représentatif  de  cp,  pour  les  valeurs  ^r,  u  des  paramètres  liées  aux  précé- 
dentes par  les  relations  ci-dessus  se  transforment  l'un  dans  l'autre  par  la  substi- 
tution 

_  m  Ç,  4-  /Ho 

'  —  — y — ; » 

la  même  que  celle  qui  fait  passer  àefkf^. 

(')  Notons  en  passant  que  ceci  montre  bien  que  l'hypothèse  dans  laquelle  nous  nous  sommes 
placés  au  début  «o  7^  o  ne  restreint  pas  la  généralité  :  elle  n'est  nullement  indispensable  comme 
nous  le  disions  au  début.  Et  si  l'on  avait  pour  la  forme  proposée  ao=o,  en  passant  à  une 
forme  équivalente  on  ramènerait  toujours  au  cas  où  a^  ^  o  sans  rien  changer  au  système  des 
formes  {f)  que  la  réduction  continuelle  doit  fournir. 
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Définition  de  la  réduite  équivalente  à  f.  —  Selon  la  méthode  indiquée 
par  Hermite  c'est  parmi  l'ensemble  (/)  que  nous  allons  choisir  une  réduite  pour 
représenter  toute  la  classe  des  formes  équivalentes  à/. 

Nous  abandonnons  ici  l'exposition  qu'llermite  fait  aux  pages  173—178  de 
son  Mémoire  Sur  l'introduction  des  variables  continues  dans  la  théorie  des 
nombres  {Œuvres^  t.  I),  parce  que  les  limitations  de  coefficients  établies  par 
lui  et  qui  sont  fondamentales  pour  cette  réduction  nous  paraissent  insuffisantes, 
et  laissent  prise  à  des  difficultés  relatives,  en  particulier  aux  cas  où  certains  des 
coefficients  de  la  réduite  définie  par  Hermite  seraient  nuls,  auxquels  cas  les 
limitations  données  par  Hermite  ne  permettent  pas  de  tirer  toutes  les  conclu- 
sions qu'il  en  tire. 

Mais  tous  les  éléments  nécessaires  à  l'exposition  plus  satisfaisante  que  nous 
avons  en  vue  se  trouvent  dans  son  Mémoire  Sur  la  réduction  des  fonctions 
homogènes^  pages  84  et  suivantes  du  Tome  I  de  ses  OEuvres. 

Soit  donc 

/=  «o(^  —  «1 J)  (-37  —  a.  y).  ..{x  —  apj)  {x  —  (Sij)  {x  —  jS',  y)...  {x  —  ^.,y)  {x  -  (3'v/), 
la  forme  proposée  de  degré 

on  peut  toujours  supposer  a^^o  k  une  équivalence  près.  Soit 

(r)  =  t\{x  —  xiyy+tl{x  —  a27)-  +  .  .  .  + t^i-^  —  ci,j,yy-h  2  «f  (^  —  |3,/)  (^  —  ^\y)-h.  .. 
+  2  aç  {x  —  Pvj)  {x  —  [3v7), 

la  forme  associée  à  y,  et  soit 

(S)  (^=MX  +  MoY         ^^^,.^__       ;^. 

la  substitution  qui  la  réduit  pour  certaines  valeurs  i,  u  des  paramètres. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

M 

Premier  cas.  —  Aucune  des  racines  réelles  a^  de  /  n'est  égale  à  ■^,  alors  la 

transformée  F  =  /S  n'aura  pas  de  racines  infinies;  ses  racines  seront  les  A,  et 
les  B/,  B'.  liées  à  a^-,  p,,  fl|  par  les  formules 

_  MA,+  M„  _  Mp-Noa, 

°'''-  NA,4-i>Jo'  '■-    iNa,— M  * 

_  M  H,  4- Mo  _M,-No^, 

P''~  iNB,-+No'  '■""   Nf3,--M  ' 

Par  la  substi  tution  (S),  y  de  vient 
F(X,Y)  =  Ao(X-A,Y)...(X  — A(,Y)(X  -  13,  Y)  (X- B',  Y) . . .  (X  -  B,Y)  (X  -  B;Y) 
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avec 

Ao=:=a«(M— a,N)...(M-aj;.N)(M-(3,N)(M~[3;N)...(M-^vN)(M— (3;N) 

,      .  ^  (AoF^o), 

et  o  devient  $  =  ^S  : 

<D(X,Y)=rTf(X  — A,Y)'  +  ...  +  T^(X  — A^Y)^-f-2UK\-B,Y)(X-;3;Y)-4-... 

+  2  UvMX  -  BvY)  (X  —  b;y) 
avec 

T?==i?(M-«,Nr, 

U?  ~  </|(M  -  |3,-N)  (M  -  (3;N). 

Deuxième  cas.  —  Les/?  premières  racines  réelles,  a,,  a^,  . . . ,  a„  de  /  sont 
égales  a  -^  - 

Alors  par  la  substitution  (S),(^  —  omy),  (/  =  i,  2,. ..,  p)  devient 

^  -  a,7:r.  (Mo- Noa,-)Y=  (Mo- ^)y  =  - L 

Pour  les  a^,+,, . . . ,  a^^,  et  les  ^,,  flj,. . .,  ^v  tout  se  passe  comme  précédemment 
et  F  =/S  s'écrit 

f=AoY/'(x-a,,+,y)...(x-A5,.y)(x-b,y)(x-b;y)...(x-BvY)(x-b;y) 

avec 

Mo— Nga,-  . 

^'—   Na,— M  (pouri=/?  +  i,  .-.,/x), 

_Mo-Nof3, 
'''•-   N^,— M 
et 

.    _,       .„      (M-a^^,N)...(M-a^.N)(M-(3.N)(M-p;N)...(M-(3,N)(M-^;N) 
Ao  —  1,—  I  j'  «0 ^j7 

Quant  à  0  elle  devient  4>  =/S  : 

«I»(X,Y):^TfY2  +  ...  +  T,^Y2-f-T,U,(X-A„+,Y)M-... 

-f-T^(X-Af,Y)2.+-2UUX-B,Y)(X-B',Y)-f-...-h2U.KX-BvY)(X-B;Y) 


avec 


T?=:^  (pour  <  =  1,2,  ...,/?), 

T?  =  ^|(M-a,N)«         (pouri==/>  +  i,  ...,^)     ('), 
U|  =  «?(M-(3/N)(M-!3;N)        (t:zzi,2,...,v). 


(1)  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  la  relation 


valable  dans  les  deux  cas. 
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Si  l'on  suppose/?  =  G  les  formules  de  ce  deuxième  cas  redonnent  celles  du 
premier. 

Nous  allons  donc  dans  la  suite  raisonner  sur  ce  deuxième  cas,  et  dans  les 

résultats  obtenus  il  suffira  de  faire  p  =  o  pour  obtenir  les  résultats  relatifs  au 

premier  cas. 

La  forme 

«I»(X,  Y)  =  PX--2QXY+RY2 

étant  réduite,  si  A  désigne  son  déterminant 

A  =  PR  — 0% 

qui  est  d'ailleurs  égal  au  déterminant  o  de  a>,  on  a,  comme  on  sait, 


P^^|a  et         R<|^. 


Ceci  va  nous  servir  à  limiter  supérieurement  |  A^  [  et  les  valeurs  absolues  de  A, 
et  de  B,  en  fonction  de  A. 
En  effet 

r  =  t?  +  ...  +  T/^+T/ViA;,+i+...4-t^a^+2U?b,b', -+-...4-2U.îb,b;. 

P  est  la  somme  des  2V  -h  a  —  p  termes  suivants 

dont  le  produit  est  inférieur  ou  égal  à  la  puissance  2v  -h  u.  -~  p  =  n  —  p  de  leur 

.  ,      .  .  V 

moyenne  arithmétique 

•^  ^     /i  —  p 

T,U....ÏJUÎ...U,;£(^      . 

Ceci  donne,  en  revenant  à  ç)  équivalente  à  $, 

(M-a^+,N)^..(M  — a^N)HM-^,N)MM-(3',N)-...(M~  jSvN)-^  (M  -  p^N)^ 


t'^+i.  .  .  t^ji\.  .  .  ((';  \n—p 

De  plus  on  a 

Tf  +  ...  +  T^<R. 

Donc 


c'est-à-dire 


I    ^(K\»        , 


n'p=\p)    t.\...tl 
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Multipliant  membre  à   membre  et  par  al  les  deux  inégalités  obtenues,  il 
vient 

.,_  ,(^f-a„^,N)^.■(M-.a^.N)M^^-(3.N)^(M-(â',^')^..(M-^vN)MM  — ;3;n)« 


N»/' 


<       "^0 


{tu)'^  {n  —p)"-i>  pi' 


V"-/'l{/'. 


Si  p  était  nul  il  est  clair  que  l'on  remplacerait  —  et  IV par  un. 

La   notation    (tu)'    représente,   comme  dans    le   Mémoire  d'Hermite,  la 
quantité 

qui  reviendra  fréquemment  dans  la  suilc. 
En  se  servant  de 


p.(|a 


n        R;|^. 


0  étant  le  déterminant  de  «p,  il  vient 


quel  que  soit  p,  on  a  a  fortiori 


l^  /^f 

lu  y   \-:>J    p' 

■{H- 

-P)"-" 

rtiori 

n 

^4  y 

v3/ 

' 

Passons  aux  limitations  supérieures  des  |  Ay  |  et  des  |  B/|. 

Si  parmi  les  2V  -+-  u,  —  p  termes  dont  la  somme  fait  P  on  supprime  T,-,  la 

somme  des  n  —  p  —  i  restants  est  <  P  et  leur  produit  est  <  (  — _    _  ^ 
ce  produit,  c'est 


;  or 


donc 


lp+\    .    .    .    1  y.  iJ  j    .   .    .    i^  y 

Y} 

P  \n-n-l 


Vf  -\^n—p  —  \ 

En  considérant  R  on  voit  que 


{iz=p  +\,    ....IX). 


TfA/<R, 
et  la  comparaison  de  ces  deux  inégalités  donne 

A  2  < [ Pk— p— 1  n _ — - , 


J. 
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!t,  à  cause  de  Tj . .  .T'^5  f  —  j  , 

Af< 


mais 


Donc 


{n—p  —  I )"-/'-!  pp 

A:  a':. 


_P«-/'-iR/^+i 


(TL')^' 


(TU)2  ~  {lu y 
{tu)-  {n  —p  —  i)"-f'-*    pi'  t\i 


et,  avec  les  limitalions  de  P  et  R, 


I 

1 

l3y 

^;^ 

Aq 

'  '-=  {tuY  {n 

-p- 

1  )«-/'- 

{i  =  p+  I,  .  ■  -jfi), 


et  a  fortiori 


^2<     «oO'      /4\'      1 


{tu)'  \3/   A^ 


Passons  aux  B,  pour  chercher  une  limite  supérieure  de  B/B',.  =  Norme  B/. 
Envisageons  P  comme  la  somme  des  ii  —  p  —  i  termes, 


l/'-Hî      •••>     -l p-5     '-^Ii     U],     .  ..,      Uf_i,      L"_i,      2I',-,     Uf+i,     l^A-i, 
il  vient  alors  par  leur  produit 


L12         TT-  • 


et,  en  considérant  R, 
La  comparaison  donne 


Uf  \/i  — p  —  1 

2UfB,B;<K. 


n  —  /J~l 


4  {n—p  —  I )"-/'-! 


'n^....T|iu;...u^ 


Le  second  membre  est  le  quart  de  ce  qiCest  le  second  membre  de  V inégalité 
qui  a  servi  ci-dessus  à  limiter  A;;  on  en  conclut  la  limitation 


b.b; 


/<  ^0^- 


{tu)''  {n—p  —  \)'^-"-'  pi>  \3J    4  Aj' 


liY  I     I 


(f  =  I,2,  .  ..,v), 


et  a  fortiori 


n  n 


(tu)'  V  3/   i  A; 
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Les  limitations  relatù^rs  au  premier  cas  s''ohtienncnt  en  remplaçant  dans 
les  seconds  membres  des  inéy;alitès  précédentes  p  par  /i.i;o  et  p''  par  in. 

Conclusion  fondamentale.  —  Si,  pour  certaines  valeurs  des  paramètres/,  u, 
on  réduit  la  forme  o,  dont  5  est  le  déterminant;  et  si  l'on  fait  la  même  substi- 
tution dans  /,  on  obtient  une  forme  F  dont  tous  les  coefficients  sont  limités 


rtnO' 


supérieurement  en  valeur  absolue  en  fonction  de  la  quantité  ^r       ^    »         * 

qui  ne  dépend  que  de  la  forme  cp. 

En  effet,  puisque  F  est  égale  à 

AoY>(X-a,,^,Y)...(X-a^.y)(x-b,Y)(X-b,y)...(x-b,Y)(\-h;y), 

tous  ses  coefficients  seront  des  polynômes  en  A^,^.,,  .,.,  A,j.,  B,,  B,,  ...,  Bv,  B[, . 

Par  la  méthode  connue  des  majorantes,  on  pourra  calculer  pour  chacun  de 

ces   coefficients  une  limite  supérieure    qui  sera  une  fonction    de  la    quan- 

tité  -7, — —7T~i ï^  ^^  même  pour  préciser  qui  sera  une  certaine  puissance  de 

cette  quantité,  dont  l'exposant  sera  fixé  par  le  rang  du  coefficient  en  question 


a:,r}- 


dans   F,  multipliée  par  un  facteur  indépendant  de  la  quantité      "     >  facteur 

dépendant  du  degré  de  la  forme  et  renfermant  en  général  |Ao|  au  dénominateur 
à  une  certaine  puissance.  Si  la  forme  proposée  est  à  coefficients  entières, 
Aq  sera  un  entier  certainement  non  nul  (  '  ).  On  aura  donc  A„  ^  i  et  l'on  pourra 
remplacer  dans  le  facteur  précédent  la  lettre  A^  du  dénominateur  par  l'unité; 
on  ne  fera  ainsi  qu'accroître  le  second  membre  de  la  limitation  trouvée.   On 

aura  ainsi  limité  supérieurement  tous  les  coefficients  de  F,  sa/ts  exception, 

II 

-  A^ 

en  fonction  de  la  seule  quantité  Tf-y,- 

n_ 

Étudions  cette  quantité  ?^-t7  qui  sert  à  limiter  les  coefficients  de  F  et  qu'avec 

^  {lu  )-  ^  '■ 

Hermite  nous  appellerons  0 


{tuf 


Tout  d'abord,  si  Ton  passe  de  la  forme  proposée  à  une  forme  équivalente  /» 
par  la  substitution 

y  —  nx^  4-  n^y^, 


(1)  En  effet,  Aq  est  le  premier  coeflicient  non  nul  de  la  forme  F(X,  Y)   ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  Y,  et  F(X,  Y)  n'est  pas  identiquement  nulle. 


36  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

on  a  vu  que  la  forme  9  associée  à  /  pour  les  valeurs  /,  u  des  paramètres  se 
transforme  en  la  forme  9,  associée  à  /,  pour  des  valeurs  t,  u  des  paramètres 
liés  k  t^  u  par  les  relations 

uf  =^  uf  (  m  —  j3/  Il  )  (  m  —  [3^  n  ) . 

Dans  le  cas  particulier  où  m  —  aiJi  serait  nul,  il  faudrait  prendre  r::  =  -^ 

comme  on  l'a  vu  précédemment,  la  conclusion  que  nous  tirons  est  encore 

valable.     Le  déterminant  0  de  <p  est  égal  à  celui  0,  de  o^. 

Ainsi  qu'on  l'a  fait  remarquer  en  passant  dans  les  pages  précédentes,  on  a 
entre  le  premier  coefficient  «o  de  /,  et  le  premier  coefficient  aj  de  /,  la 
relation 

a'I     ialV' 

les  T,  u  étant,  bien  entendu,  liés  aux  /,  u  par  les  formules  précédentes.  Donc 

Conclusion.  —  Pour  deux  formes  équivalentes .,  et  pour  des  valeurs  corres- 
roNDANTES  DES  PARAMÈTRES  /,  w,  la  fouction  0  prend  les  mêmes  valeurs. 

Nous  pouvons  donc,  avec  Hermite,  tirer  les  deux  conséquences  suivantes  : 

«  i"  Les  fonctions  0  et  0,,  relatives  à  deux  formes  équivalentes  /  et  /,, 
prennent  les  mômes  valeurs  lorsque  les  variables  (^,  w)  passent  par  tous  les 
états  de  grandeur  et  ont  même  minimum.  Ce  minimum  sera  pour  nous  la 
définition  du  déterminant  de  la  forme  binaire  de  degré  quelconque .  » 

«  2"  Les  formes  quadratiques  ©  et  ç»,  déduites  des  deux  formes  difTérentesy 
ety, ,  avec  les  valeurs  de  /  et  w  d'une  part,  t  et  u  de  l'autre,  qui  donnent  le 
minimum  des  fonctions  0  et  8,,  deviendront  équivalentes  en  même  temps  que/" 
et/*,.  Ainsi  ç,  se  déduira  de  o  par  la  même  substitution  que  /,  de/.  Pour 
rappeler  cette  propriété,  nous  appellerons,  dorénavant,  la  forme  quadratique  9 
la  correspondante  de  f.  » 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  question  de  l'existence  de  ce  minimum,  sur 
laquelle  Hermite  n'a  pas  insisté,  et  en  supposant  que  ce  minimum  existe,  nous 
pouvons  définir  la  réduction. 

Nous  appellerons  formes  binaires  de  même  déterminant^  V ensemble  des 
formes  d^un  même  degré^  pour  lesquelles  le  minimum  absolu  de  la  fonc- 
tion 6  aura  une  même  valeur.  Nous  appellerons  réduites  d'une  forme  f^  la 
forme  unique.,  ou  les  formes  de  l'ensemble  (/)  qui  correspondent  à  ce 
minimum  de  ^. 
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De  là  on  conclut  facilement  : 

i*'  Deux  formes  équivalentes  f  et  /,  ont  les  mêmes  réduites.  Car  sî  0  est 
minimum  pour  les  valeurs  t,  u  des  paramètres,  0,  le  sera  pour  les  valeurs  t,  u 
liées  à  /  et  w  par 

Tf=  ifirn-  '  oci/iy     sim  —  oci/i^o  et  -rf  z= -^     si  m  —  oc,n  =  o; 

'jf  =  iif  (m  —  ^,n){  ni  —  %  n  ) , 
la  substitution 

\  x=m.r,-v  nioy^, 

faisant  passer  de/Àf,  et  de  o  à  o,, 

/i— /^,        9,  ==91. 

Si  S,  réduit  o^  associée  à  /,  pour  les  valeurs  de  t,  u  précédentes,  /,  S,  sera 
une  réduite  de  /,  f^  S,  =/lS, .  Or  2S,  est,  à  cause  de  9,  =  ©S,  la  substitution 
qui  réduit  cp  associée  à/  pour  les  valeurs  /,  u  des  paramètres.  Donc  /.S S,  est 
une  réduite  de/,  et  l'on  vient  de  voir  qu'elle  est  identique  à  une  réduite  de/,, 

/lSi=/.iSi.  C.    Q.    F.    D. 

Cette  proposition  fait  dépendre  l'équivalence  de  deux  formes  de  l'égalité 
absolue  entre  leurs  réduites  ou  leurs  groupes  de  réduites. 

2"  Les  formes  à  coefficients  entiers^  de  même  déterminant  0,  se  distri- 
buent en  un  nombre  fini  de  classes. 

En  elTet,  ainsi  qu'on  l'a  fait  remarquer  précédemment,  si  /est  à  coefficients 
entiers,  une  réduite  F  équivalente  l'est  aussi.  Dans  la  limitation  des  coefficients 
de  F  obtenue  antérieurement  on  a  vu  que,  dans  ce  cas,  on  avait  pour  limites 

n 

supérieures  des  quantités  ne  dépendant  que  de —^,  c'est-à-dire  des  quantités 

fixées  par  la  connaissance  de  Ô  et  par  le  degré  de  la  forme;  ces  limites  supé- 
rieures ne  renfermaient  plus  en  dénominateur  le  premier  coej/icient  non  nul 
de  F.  Il  suit  de  là  qu'^'Z  ne  peut  y  avoir  pour  un  déterminant  donné  0  qu'un 
nombre  fini  de  réduites. 

En  effet,  on  cherchera  d'abord  celles  qui  sont  de  la  forme 

ÂqX'* -t- A,X"-*Y  +  .  . . -f-A„Y"     (Ao^o)     correspondant  à /J  =:  o  de  noire  théorie; 

puis  celles 

AoX«-'Y+...  (Ao^o)  »  ^=1  » 
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puis  celles 

AoX"— ^Y^4-.  .  .  (Aopz^o)  correspondant  à  /?  =  ^  de  noire  théorie. 

et  pour  chacune  de  ces  formes  on  n'aura  qu'un  nombre  limité  de  possibilités 
qu'on  trouvera  en  se  servant  des  limitations  fonctions  de  p  que  nous  avons 
données  plus  hauX,  pour  K]^  cl  pour  les  modules  des  racines  d'une  réduite. 

Comme  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  réduites  possibles,  il  ne  peut  y  avoir 
qu'un  nombre  fini  de  classes  pour  un  déterminant  donné  0. 

Nota.  —  L'exposition  d'Iïermite  consiste  essentiellement  à  montrer  que 
pour  une  réduite 

F  =  AoX"  +  AiX"-'  Y  + . .  .  4-  A„  Y"  , 

le  produit  AjA„_j  est  limité  quel  que  soit  i  en  fonction  de  0.  Et  il  conclut  que  siO 
est  donné,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  classes  de  formes  à  coefficients 
entiers. 

Mais  on  aperçoit  une  objection  immédiate  à  son  raisonnement;  car,  du  fait 
que  les  produits  A,A,,_,  sont  limités,  il  ne  s'ensuit  pas  que  les  coefficients  A, 
eux-mêmes  le  soient.  On  pourrait  donner  à  A,-  la  valeur  zéro  et  à  A„_,  successi- 
vement toutes  les  valeurs  entières,  le  produit  A/A„_,  serait  évidemment  limité, 
puisqu'il  serait  toujours  nul,  et  cependant  A„._,  ne  le  serait  pas,  et  la  limitation 
i ndividueUe  des  coejfficients  est  la  condition  indispensable  pour  qu'on  puisse 
affirmer  qu'à  un  déterminant  donné  ne  correspondent  qu'un  nombre  fini  de 
classes  à  coefficients  entiers. 

Dans  sa  première  exposition  de  la  réduction  des  fonctions  homogènes 
{Œuvres,  1. 1,  p.  84),Hermite  avait  vu  cette  difficulté  et  donné  une  exposition 
plus  satisfaisante.  C'est  en  nous  inspirant  à  la  fois  de  ce  premier  Mémoire  et  du 
Mémoire  Sur  Vintroduction  des  variables  continues  dans  la  théoiie  des 
nombres,  à  l'aide  des  représentations  géométriques  données  au  début  de  celte 
étude,  et  en  éclaircissant  la  possibilité  pour  une  réduite  d'admettre  des 
racines  infinies  [ce  qui  correspond  à  des  réduites  de  la  forme 
AoY^'(X  — A^,+,  Y)  ...  (X  —  B!,  Y)J,  possibilité  qu'Hermite  avait  négligé  d'exa- 
miner, que  nous  avons  constitué  l'exposition  précédente  qui  nous  paraît  satis- 
faisante pour  la  réduction  des  formes  binaires  d'un  degré  quelconque. 

L'existence  du  minimum  de  la  fonction  0.  —  Nous  nous  bornerons  au  cas 
général  où  la  forme/*  proposée  a  toutes  ses  racines  distinctes  et  finies.  A  celte 
catégorie  appartiennent  (à  une  équivalence  près  qui  rend  toutes  les  racines 
finies)  les  formes  de  degré  n  qui,  au  point  de  vue  arithmétique,  sont  de  beau- 
coup les  plus  intéressantes,  à  savoir  les  formes  irréductibles  dans  le  domaine 
des  nombres  rationnels,    c'est-à-dire   indécomposables  en  produit  de  deux 
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formes  à  eoefficients  rationnels.  On  sait  en  effet,  depuis  Lagrange,  que  tout 
polynôme  à  coefficients  rationnels  ayant  des  racines  multiples  peut  se  décom- 
poser par  des  calculs  rationnels  en  un  produit  de  polynômes  à  coefficients 
rationnels  n'ayant  chacun  c|ue  des  racines  simples;  une  forme  irréductible  ne 
pourra  avoir  de  racine  multiple  en  vertu  de  la  proposition  précédente,  toutes 
ses  racines  sont  donc  distinctes  et  on  peut  les  supposer  finies  sans  restreindre 
la  généralité. 

Dans  nos  hypothèses  nous  allons  démontrer  que  0  a  un  minimum  positif 
non  nul;  si 

9  — ^j(^  —  ix^y)- ->r .  . . -\- t'^X^  —  ^y-Ji" 

-+-  2  u\  (a?  —  j3,  j)  (^  —  (3;  y)  +  .  .  .  H-  2  u',{x  —  ^3-,/)  (.r  —  '^i'.^y)  —  pœ^  —  iqxy  +  r/' 

est  l'associée  de 

f—  a^{x  —  a,  j)  ...  (x  —  ^aj)  {x  —  3,  j)  (.r  —  ,5',  /).  .  .{x  —  (3.,/)  {x  —  'p\,y) 

il  faut  considérer,  0  étant  le  déterminant  de  o,  0  =  />/•  —  ^^, 

re 

B^-. ""Â T. 

L\  .  .  .  t^M\  •  •  •  «V 

Une  remarque  utile  est  la  suivante  :  si  (^  =  ^  +  îy)  représente  la  forme  o, 
on  a 

__  °' 


Donc 


t^U\  .  .  .   II.) 


(  /;  =:  ^-*  H-  .  .  .  -j-  /{j.  H-  2  «7  -h .  .  .  -h  2  «,7  ) . 


Si  tous  les  /  et  les  u  sont  multipliés  par  un  même  nombre  A  positif,  y]  ne 
change  pas,  et  par  suite  0  non  plus.  On  peut  donc  toujours  supposer  que  les 
/  varient  en  laissant  p  constant.  Dans  ces  conditions,  y)  n'est  nul  et  le  point  C 
représentatif  de  o  ne  vient  sur  l'axe  réel  que  si  tous  les  u  sont  nuls  et  tous  les  /, 
sauf  un  également  :  alors  '(  vient  coïncider  avec  le  point  a^  dont  le  coefficient  /, 
n'est  pas  nul. 

Cette  simple  remarque  suffit  lorsque  la  forme  n'a  pas  de  racines  réelles.  En 
effet,  le  domaine  D  est  tout  entier,  dans  ce  cas,  au-dessus  de  l'axe  réel.  Donc 

toujours  v]^rjoi>  o,  cl 

.,  ..  .,        ..  .,    f pY 

t'i  .  .  .  l^.  «ï  U'i  .  .  .  ur^  u.,  -  {  —  ^ 

Donc 
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0  reste  toujours  supérieure  à  un  nombre  fixe  positif,  elle  est  continue  pour  toutes 
valeurs  des  /,  u  différentes  de  zéro,  et  si  l'un  des  t  ou  plusieurs,  ou  même  tous, 
sauf  un,  deviennent  nuls,  0  devient  infinie.  11  est  donc  bien  certain  que  pour  des 
valeurs  de  /  et  w,  toutes  différentes  de  zéro  et  bien  déterminées,  0  passe  par  un 
minimum. 

Elle  ne  suffit  plus  si  la  forme  a  des  racines  réelles,  car  y)  peut  devenir  nul. 

Développons  alors  o,  il  vient,  après  quelques  réductions, 

+  -2  2  ^//,///[X([3a—  (3;)  -h  .X,([3a-  (3/)]  +  2      2      ^'"'  ')^^(a/-  (3a). 

Bien  entendu,  quand  la  sommation  porte  sur  des  produits  de  même  sorte  tels 

que 

V-  -' 

2  tf  lj{ai-  <y.jY      ou        2  "^'  "'  [  ')^'  (P/.—  (3/)  4-  ^b  (i3a-  |3/)1, 

/,  /  =  1  k,  l  =  \ 

il  ne  faut  prendre  qu'un  terme  pour  chaque  combinaison  d'indices  et  non  pas 
compter  ulu]  et  u]ui  pour  deux  termes  différents. 

Toutes  les  racines  étant  distinctes  et  finies,  on  a,  ^/,  Zj  étant  deux  racines 
quelconques  de  la  forme  correspondant  à  deux  indices  différents 

a-i  dX,{z.i  —  Zj)  5  A-, 

a  et  A  étant  deux  nombres  positifs  finis  non  nuls. 
Il  vient  alors 

et  tout  revient  à  étudier  la  fonction  beaucoup  plus  simple  que  0 

n 

0'=  '- -— :L  {a,a"Q'iQla,k"Q'). 

Considérons  les  n  quantités 

t'\.      ...,      /|i,      «7,      u\,      iil,      u'i,      ...,      //ç,      //,7, 

et  appelons-les  un  instant 

■•il     •••>     ■•  [^1     ^[j+iî     ^\>.+zi     •  •  •  1     ■•«—1»     ■■«) 
alors  il  est  visible  que 
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la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  formées  avec  deux 
indices  différents  i,  j  pris  dans  la  suite  i,  2,  ...,  n. 
La  somme  ST/I,  est  formée  de  ^L[^~') 


termes  dont  le  produit  est 


On  a  donc 


(T.T^.-.T,,)"-'. 


[ 


n{n  —  1  ) 


>(T,T,...T,)«-', 


d'après  une  relation  connue. 
De  là  se  tire 


et 


[VT,T,f=[^ 


-0 


T,...T„ 


-I) 


y:   \'^{'i  —  ' 


pour  T  =  To  =  . . .  =  T„,  c'est-à-dire 


^u.=  u\ 


—  lir, 


D'ailleurs  0'  atteint  la  valeur  '  '^  ^^      '^ 
pour 

II 
p  étant  la  somme 

^7  H- .  . .  4-  /,i  +  2  «  j  + . .  .  H-  2  «.7  =  T,  + . . .  4-  T„ 

qu'on  peut  sans  restreindre  la  généralité  supposer  constante,  puisque  0' 
comme  0  ne  changent  pas  de  valeur  si  l'on  multiplie  tous  les  t  par  un  même 
facteur  constant  X. 

On  voit  donc  que  Ô  reste  supérieur  au  nombre  positif 


n{n—\) 


Si  l'on  remarque  maintenant  que  0  est  continue  pour  tout  système  de  valeurs 
des  (Z,  u)  dont  aucune  n'est  nulle  (tu)  ^  o,  si  de  plus  on  remarque  que  0',  et 
par  suite  0,  deviennent  infinies  lorsque  quelques-unes  de  ces  valeurs  sont  nulles, 
il  est  établi  que  0  atteint  son  minimum  absolu  pour  des  valeurs  des  para- 
mètres (/,  u)  dont  aucune  n'est  nulle,  {tu)  ^  o. 

11  nous  reste  donc  à  montrer  que  0  est  infinie  lorsque  certains  des  /,  u  sont 
nuls.  C'est  une  chose  évidente  d'après 


i'i 


i'^Jil 


«V 


toutes  les  fois  que  •/]  sera  pour  le  système  envisagé  :^  o. 
J. 
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Le  seul  cas  qui  échappe  est  donc  celui  où  un  seul  des  //  est  ^  o,  tous  les 
autres  et  les  u  étant  nuls.  On  peut  supposer  alors  que  t\  tend  vers  j)  et 
que  î\^  .,.,  u',  tendent  vers  zéro. 

Nous  considérerons 

n 

riTT  i"^  ■ 

a V-^  ^1  ^  J  \ 

1  1   ...    1  0 

où  T,  tend  vers  p  et  To,  T3,  ...,  T„  vers  zéro. 

On  peut  poser 

T,=z>,/ri      (f  =  2, ...,«), 

X/  tendra  vers  zéro,  par  valeurs  positives,  et  ô'  devient 


Mais 
Donc 


[h 


1,,  +  ihljY  ^  (X,  +  . 


KV 


>.2  .   .  .  À„ 


X, 


0'> 


:z(,i_.)^(À,.  ..},„)«-'. 


Dans  le  cas  qui  nous  occupe  /^  >>  2  et  l'on  voit  que,  si  Xj,  ...,  X„  tendent 
vers  zéro,  6'  devient  infinie.  Donc  0  devient  aussi  infinie  et  l'existence  d'un  sys- 
tème au  moins  de  valeurs  des  paramètres  /,  u,  valeurs  toutes  différentes  de  zéro, 
qui  font  acquérir  à  ô  le  minimum  absolu  de  sa  valeur,  est  établie. 


CHAriTRE  11. 

APPLICATION  AUX  FOUMES  CUBIQUES  ET  BIQUADRATIQUES. 


La  théorie  de  la  réduction  d'une  forme  binaire  repose,  comme  nous  l'avons 
vu  dans  les  Chapitres  précédents,  sur  deux  notions  essentielles  : 

i**  L'étude  du  domaine  D  associé  à  la  forme  /; 

2**  L'étude  du  minimum  de  la  fonction  0,  que  nous  avons  appris  à  former 
avec  f. 

Nous  avons  fait  remarquer  (p.  26)  que  le  domaine  D  était  particulière- 
ment simple  dans  deux  cas  :  les  formes  cubiques  ayant  une  racine  réelle,  les 
formes  biquadratiques  n'ayant  pas  de  racines  réelles;  dans  ces  deux  cas,  il  se 
réduit  à  un  arc  de  cercle.  Dans  ces  deux  cas,  la  forme  quadratique  o  associée 
ày^ne  renferme  que  deux  paramètres  homogènes,  en  sorte  que  la  fonction  G  ne 
dépend  en  somme  que  d'un  paramèti'e,  et  par  suite  particulièrement  facile  à 
étudier.  On  arrive  d'ailleurs  dans  ces  deux  cas  à  des  résultats  complets  et 
simples,  susceptibles  de  représentation  géométrique  intéressante.  C'est  par  eux 
que  nous  commencerons. 

Formes  cubiques  n  ayant  qu^une  racine  réelle.  —  Soient  a  la  racine  réelle, 
P,  ^'  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées 

f=a{x  —  ay){x-^y){x-^'y). 
La  forme  associée  est 

9  =  t^{x—(XY)'-+  2m2(x  _  jSy)  {x  —  (3'/). 

Son  point  représentatif  'C  décrit  l'arc  du  cercle  circonscrit  au  triangle  a[B[3' 
depuis  a  jusqu'à  (3  (a  correspond  à  w  =  o,  ^  à  ^  =  o). 

Pour  des  valeurs  /  et  u  des  paramètres,  '(  est  déterminé  par  sa  projection  P 

sur  l'axe  réel  telle  que 

Pc ^ 

FÂ   ~       2«-' 

On  a 

0  =:  — V  ô*  (ô,  délerminanl  de  9), 
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ô  =  «^[2^=' .%(a  -  j3)  +  «2  3I,((3  —  [3')]. 
Tout  revient  à  l'étude  du  minimum  de 

[2r-é)L(a  —  .3)  4-  «^X((3  — ;3')]- 
t-  a 

Le  résultat  bien  simple  est  que  0  devient  minimum  pour 

On  l'obtient  de  suite  en  remarquant  que,  si  l'on  astreint  t-  uk  rester  constant, 
ce  qui  est  permis,  la  quantité 

e-rh{a  —  <^)  +  L-  Ob(a  — (3)4-  «'' JI>(j3  —  (3') 
figurant  au  numérateur  est  somme  de  trois  termes  dont  le  produit  est  constant. 

Fig.  i',. 


-^ 

f^\ 

Xf 

^ 

\ 
\ 
\ 

o. 

^  \ 

i 

0 

>     ^ 

|c 

,'d 

\ 

\ 

\ 

% 

/ 
/ 

/ 
/ 

Elle  est  minimum,  et  ô  aussi,  lorsque  ces  trois  facteurs  sont  égaux,  ce  qui  donne 
(à  un  facteur  près  évidemment  sans  importance)  les  valeurs  ci-dessus. 
La  forme  correspondante  àfesl 

o  =  ,3b((3  -  p')  ( J7  —  a/)2-4-  2  .)b(a  —  (3)  (:r  —  (3/)  (^  ~  ^' y). 
Quant  à  la  valeur  minimum  de  0,  on  trouve  immédiatement  que  c'est 


v/-27aà(a-[3)^(a-P')^(P-(^')^=     ^27 <  Ob (a  -  [3)  rb((3  -  [3')  =)b (a  -  [3' ) 


l'expression  sous  le  radical  étant  une  fonction  bien  connue  et  rationnelle 
des  coefficients  de  la  forme  f  {voyez  Hermite,  Œuvres,  t.  I,  p.  190).  Cest 
cette  valeur  mininia  qui  sert,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  à  limiter  les  coefficients  de 
la  réduite  équivalente  à  f. 
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Il  n'est  pas  sans  intéièt  de  voir  comment  se  construit  le  point  M  représentatif 
de  la  correspondante  de/,  connaissant  a,  fl,  [3',  racines  de  /  représentées  par 
les  points  A,  B,  B'.  Il  est  sur  l'arc  AB  et  l'on  a 


Mais 
Donc 


PC 
PÂ 

■)b(,S-(3')-=4Rc' 


et  .')b(a  — ,3)=Âh' 


PC  _  _     BC    _  _      AG.CD   _  CD 

VX  ~         ab'  ~         ÂC.ÂT)  "  Xd 


D  désignant  le  point  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  AlîB'  ('). 


(  '  )  La  relalion 


PC 

FÂ 


PC 
DÂ 


suffit  à  définir  iM.  On  peut  indiquer  une  conséquence  géométrique  intéressante  qui  nous  sera  utile 
plus  tard,  f.a  relalion  précédente  s'écrit 

(CAPD)  =  2. 

Faisons  une  inversion  ayant  pour  pôle  M'  symétrique  de  IM  par  rapport  à  l'axe  réel,  et  nommons 
les  points  inverses  des  points  de  la  figure  par  des  petites  lettres  correspondant  aux  grandes  de  la 
ligure.   I/axc  réel   devient  un   cercle   passant   par   M'  sur  lequel  sont   les   inverses  a.  p.  c,  d  de 

Fis.  i5. 


A,  P,  C,  D,  et  dont  le  centre  est  ni  inverse  de  M.  Le  cercle.ABB'  devient  un  diamètre  du  cercle 
sur  lequel  sont  a,  ù,  d,  b'  inverses  de  A,  H,  D,  B',  Le  rapport  anharmonique  se  conservant,  on  n 

(capd)  —  ■>.. 

Si  donc  Y  est  le  point  où  Me  rencontre  ad  {le  cercle  M'ùcb'  inverse  de  BCIV  est  orthogonal 
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La  construction  suivante  de  P  est  immédiate  :  les  tangentes  en  A  et  B  au 
cercle  ABB'se  coupent  en  K,  KB'  coupe  OH  en  P  projection  de  M  cherché. 

Retenons  ce  résultat  :  que  le  point  M  représentatif  de  la  forme  quadratique 
correspondant  à  /  se  projette  sur  l'axe  réel  en  P  défini  par  la  relation  segmen- 
taire 


PC  DC 


FA  DA 


et  nous  verrons  par  la  suite  que  de  ce  simple  résultat  on  peut  déduire  celui  que 
fournirait  un  calcul  tout  différent  en  apparence,  celui  qui  a  trait  à  la  réduction 
de  la  forme  cubique  à  trois  racines  réelles,  dont  la  théorie  apparaît  au  premier 
abord  comme  profondément  distincte  de  la  théorie  précédente. 

Remarquons  enfin  que  si  l'on  voulait  calculer  les  coefficients  de  o  correspon- 
dants de  /en  fonction  de  ceux  de  y,  il  serait  impossible  de  le  faire  sans  cal- 
culer a,  c'est-à-dire  sans  résoudre  l'équation /(j,  i)  ==  o. 

Effectivement, 

cp  =  -  ((3  -  ^')H^  -  «/)' ^- 2(a  -  ,5)  (a  -  ^')  ('^- -  ^y)  (-^  -  ,3'r  ) 
r=zpx- — iq xy -k- r y'^. 

Si  l'on  calcule  p,  ^,  r  en  fonction  de  a,  {^,  ^',  on  voit  facilement  qu'ils 
s'expriment  en  fonction  rationnelle  de  a  et  des  fonctions  symétriques  de  a,  |3,  ^'. 
Montrons-le  pour  p  par  exemple, 

2[a2— a,3  — a(3'+(3[3'] 


Et  si 
on  a 


Donc  p  est  rationnel  en  a,  avec  des  coefficients  rationnels  par  rapport  à  ceux 
de  y  puisque  les  parenthèses  sont  des  fonctions  symétriques  entières  de  a,  [3,  ^'. 

On  voit  ainsi  apparaître  une  espèce  de  dissymétrie  entre  les  rôles  des  trois 
racines  de  y,  dissymétrie  qui  se  trouve  dans  la  question  dès  le  début,  et  qui  est 


au  cercle  M'ac),  on  a 

par  la  considération  du  faisceau  M'(ca/5C?),  et   comme   da  =  idin  on    conclut  que  y  est  milieu 
de  nid.  C'est  ce  résultat  que  nous  utiliserons  dans  la  suite. 


(?- 

-[3')2+2(a 

-P)(a-P')=-^'-+2[3[3'-(3'^  + 

(a^ 

5, 

-  2  (  a;3  +  a.â'  +  3(3'  )  +  6 13(3'  4-  3  oC-. 

'    '                          n     ri 
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inséparable  de  la  façon  dont  on  a  constitué  avec  Hermite  la  forme  o  associée 
«  /,  l'expression  de  o  en  fonction  des  racines  de  /  étant  différente  selon  que  / 
a  ou  n'a  pas  des  racines  imaginaires.  Cette  dissymétrie  n'a  pas  manqué  de 
frapper  Hermite  dès  ses  premières  recherches  (Œuvres,  t.  I,  fin  de  la  page  92 
et  début  de  la  page  ()3)  et  il  a  cherché  à  la  réduire  et  à  l'expliquer.  Nous  don- 
nerons la  raison  de  ce  fait  plus  tard  quand  nous  étudierons  les  formes  binaires 
à  coefficients  et  indéterminées  complexes. 

Les  formes  biqiiadratiques  sans  racines  réelles.  —  On  considère  main- 
tenant 

f=a,{œ-^,y){a:-i^\y){x-^r^,y){x-i^',y) 

et  son  associée 

dont  le  point  représentatif  M  d'affixe  '(  décrit  l'arc  de  cercle  orthogonal  à  O; 

Fig.  16. 


passant  par  B,  B^,  qui  va  de  \\  à  B..  M  est  en  B,  pour  u.,  —  o  et  en  B2  pour 
u^  =  o.  Pour  M,  «2  7^  o  ^ï  6st  entre  B,  et  Bo  et  se  projette  en  P  tel  que 


PC, 


;a^ 


u\  ul 


avec 


Le  minimum  de  0  s'obtient  pour  les  mêmes  valeurs  de  //,,  u^  que  celui  de 


U\U2 
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On  peut  supposer  u^ii.y  =  const.  et  le  minimum  de  Ô'  en  même  temps  que 

celui  de  S  et  de 

«î3L([3,-^;)-+-«^yb(|3,-[3;) 

s'obtient  de  suite  pour 


La  forme  correspondant  à /est 


.-êi^ 


?  =  7[(^2-^;)(^-S,j)(.-r-[3',  r)  +  (^i-(3;)(^-337)(^-p;r)] 


Le  minimum  de  0  a  pour  valeur 

4«5[((3>-{3',)((3,-p;)4-((3,-p,)(^;-;5',)  +  ([3,-|3,)([3;-(3,)P 


i6«j;([3,-P,)Mp;-^;,)^ 


C'est  cette  quantité  qui  sert  à  limiter  supérieurement  les  coefficients  de  la 
réduite  équivalente  à  /. 

Le  point  représentatif  M  de  la  correspondante  de  /  est  lié  très  simplement 
aux  points  représentatifs  des  racines. 

Effectivement 

u\  —  3b  (  |3.  - 13;  )  =  b^b;"  , 


Donc,  pour  la  correspondante,  M,  projeté  en  P,  est  tel  que 


PCi  _      u\  _       B.B^ 
PC;  ~      «ï  ^       B^Bl  * 

Cette  relation  prouve  que  P  iiesl  autre  chose  que  le  point  de  concours  des 
diagonales  B,  B^  et  Bo B'^  du  quadrilatère  B,  Ba B., B', . 

En  géométrie  non  euclidienne  ce  résultat  s'exprime  plus  simplement. 

En  effet,  rappelons  que  si  l'on  considère  toutes  les  droites  non  euclidiennes 
passant  par  un  point  A  (cercles  passant  par  A  et  A'  symétriques  relativement 
à  O^),  leurs  trajectoires  orthogonales  (cercles  non  euclidiens)  sont  les  cercles 
ordinaires  ayant  AA'  pour  points  limites  en  géométrie  ordinaire.  D'ailleurs  on 
voit  facilement  qu'un  tel  cercle  par  rapport  auquel  A  et  A'  sont  inverses  est 
lieu  des  points  situés  à  une  distance  non  euclidienne  donnée  de  A.  Considérons 
alors  un  cercle  non  euclidien  de  centre  A  (non  euclidien).  Par  une  inversion 
ordinaire  de  pôle  A'  il  devient  un   cercle   ordinaire  dont  le  centre  est  a, 
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l'inverse  de  A,  et  réciproquement  tout  cercle  de  centre  a  est  l'inverse  d'un 
cercle  non  euclidien  de  centre  A  (non  euclidien).  En  résumé  tous  les  cercles 

Fig.  17 


de  centre  A  en  géométrie  non  euclidienne  sont  les  cercles  ordinaires  ayant  A 
et  A'  pour  points  limites. 

Faisons  alors,  en  revenant  à  la  forme  biquadratiquede  racines  (3,,  ^',,  ^^,  ^!,, 
une  inversion  de  pôle  M'.  O^  devient  une  circonférence  de  centre  m  inverse 


de  M,  passant  par  M',  et/?  est  diamétralement  opposé  à  M';  le  cercle  B,  BjB'^B', 
devient  un  diamètre  h^mh.^.  A  cause  de  la  position  de  V  trouvée  plus  haut, 
on  a 

MPB,=:MPB,; 

les  inverses  des  droites  PB,,  PBo  symétriques  par  rapport  à  MM',  sont  des 
cercles/?^,  M',  /j^oM',  symétriques  par  rapport  kpmW . 

Ceci  montre  que  m  est  milieu  de  hj)<^\  c'est  le  centre  d'un  cercle  ordinaire 
passant  par  h^  et  h...  Donc  M  est  centre  d'un  cercle  (en  géométrie  non  eucli- 
dienne) qui  passe  par  B,  et  B^.  C'est  dire  que  M  est  le  milieu  non  euclidien 
du  segment  non  euclidien  BjBa-  C'est  là,  on  le  voit,  un  résultat  particulière- 
ment simple. 

J.  7 
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H'imirqac .  —  Ainsi  caractérisé,  le  point  M  apparaît  comme  un  covarianl 
des  diuc po'inls  B,  Bo  par  toute  transformation  fuchsienne 


(S) 

O'J 

(0 


(/?i,  /;io,  «,  «0  réels;  intiç^ — /?iQ«r=i) 


/iSi+  «0 


Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  : 

Si,  sur  la  forme  y*,  on  fait  la  substitution  S,  elle  devient  /X^nyO  =/S 
ayant  aussi  des  racines  imaginaires  qui  sont  transformées  des  racines  de/"  à 
l'aide  de  la  relation  (i).  La  forme  ©,  correspondante  de  /,  a  pour  point  repré- 
sentatif M,  le  milieu  non  euclidien  des  deux  points  qui  représentent  les  racines 
dey,  dans  le  demi-plan  supérieur.  Comme  on  sait  d'ailleurs  que  toute  trans- 
formation fuchsienne  (i)  conserve  les  dislances  et  les  angles  non  euclidiens,  on 
voit  que  M,  est  la  transformée  de  M  par  la  substitution  (i).  Et  ceci  suffit  à 
montrer  que  la  forme  cp  correspondante  de  f  est  un  covariant  de  f  par  les 
transformations  (S)  envisagées. 

Formes  cubiques  ayant  toutes  leurs  racines  réelles.  —  Il  faut  considérer 

f=a^{x  —  a,  j)  {x  —  a. y)  {x  —  a^y) 


et  l'associée 


t\{x  —  y-iy)'  -\-  Li{x  —  ot..,y)--[-  t'i^x  —  y-ij'Y 


dont  le  point  représentatif  M  décrit  l'intérieur  du  triangle  curviligne  dont  les 
trois  côtés  sont  les  demi-cercles  de  diamètres  a,  aa,  ol^ol^,  «ga,.  Et  l'on  sait  que 


Fig.  19. 


le  demi-cercle  orthogonal  à  OH  passant  par  a,  M  coupe  le  demi-cercle  a^a., 
en  M,,  I  rejeté  en  P,  sur  OE  tel  que 


on  a  aussi 


PP. 
P«i 


tl  +  ti 
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Et  l'on  a  les  relations  analogues 


P,a, 

l'i 

avec 
avec 

PI%      _ 

'j 

l\oc, 

^1  +  ^!; 

l^a. 

tl 

V,a, 

t'\  +  ti 

a  fonction  0  est  ici 

"                            rwrnn                  ^ 

/U  /!>  /  ^ 

«    \>    1 

il  §1  (  ^ 

On  peut  supposer  i\l\t\  constant.  Alors  le  minimum  de  0  a  lieu  en  même 
temps  que  celui  de  ô  qui  est  une  somme  de  trois  termes  à  produit  constant^ 
dont  le  minimum  est  atteint  par  suite  lorsque 

c'est-à-dire  pour 

t\--{ci.^~  ai)-, 

^i;  =  (ai  — «2)'. 
La  forme  correspondante  de  f  e^l  donc 


o 


>2 — a3)-(jr  — a,j)-+  (a,— a,)' (a-  — ai.)-)' +  (a,  —  «^-(a:  —  a,  v)- 


Le  minimum  de  0  a  d'ailleurs  pour  valeur 

On  remarquera  la  parenté  de  l'expression  trouvée  avec  l'expression  analogue 
trouvée  dans  le  cas  de  formes  cubiques  n'ayant  qu'une  racine  réelle.  Dans  le 
cas  présent,  comme  dans  le  cas  traité  antérieurement,  le  minimum  de  0  est 
toujours 


\/2-]al  ^b (3,-^2)  .)b(s,— ^3)01,(^3— 5,) 


si  ^,,  ^2»  ^i  sont  les  racines  de  la  forme. 

Le  point  représentatif  M  de  la  correspondante  de  /  est  lié  très  simplement 
aux  points  représentatifs  des  racines  de/. 

On  a,  en  effet,  pour  ce  point 


P]»,  (a,  —  X2)'-  c^y... 


\\y.,  (^1  —  ^3)' 


«lOC., 
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Or  ^ 

^1*^2   __   M,ao 
Pi  as 

M,  étant  sur  le  cercle  de  diamètre  a,  a. 
Donc 


M,  a. 


OL^Cf..^  MjOC^ 


et  le  cercle  orthogonal  à  O^  passant  par  a,  MM,  est  orthogonal  au  cercle  de 
diamètre  agay.  Le  point  M  apparaît  donc  comme  V orthocenlre  non  euclidien 
du  triangle  non  euclidien  CL^aL.^7..^,  puisque  la  droite  non  euclidienne  a,  MM, 
est  orthogonale  à  la  droite  non  euclidienne  aoM,  a.j. 

M  a  d'autres  propriétés  géométriques.  Il  est  clair  que  les  points  ol^,  ag  sont 
deux  points  inverses  par  rapport  au  cercle  a,  MM,,  donc  les  deux  côtés  a.aa 
et  a,a3  du  triangle  a,a2a3  non  euclidien  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
hauteur  a,  MM,.  Le  triangle  aja^ag  apparaît  comme  un  triangle  particulier 
d'angles  nuls  (ce  qui  n'a  rien  d'élonnant,  car  ses  trois  sommels  sont  sur  Taxe 
réel)  do/it  Voriliocenti-e  est  point  de  concours  des  axes  de  symétrie  des  trois 
angles  du  triangle.  Ceci  apparaît  plus  clairement  encore  par  une  inversion  de 
pôle  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  réel. 


L'axe  réel  devient  une  circonférence  de  centre  m  inverse  de  M,  passant 
par  M' les  trois  cercles  a,  MM,,  a^  MMojajMMg  deviennent  trois  diamètres â'/?^, 
bm^  cm  (a,  b,  c,  inverses  de  a,  7-2^.3)  et,  à  cause  des  relations  d'orthogonalité, 
m  est  orthocentre  du  triangle  rectiligne  abc  comme  il  l'est  du  triangle  curvi- 
ligne de  sommets  abc  ayant  pour  côtés  des  arcs  de  cercles  orthogonaux  à  la 
circonférence  abc. 

Ceci  exige  que  abc  soit  èquilatéral.  On  en  déduit,  en  revenant  à  la  figure 
primitive,  que  les  trois  droites  non  euclidiennes  Ma,,Ma2,  Mag  font  entre  elles 

des  angles  de  -y  On  peut  donc  envisagera,  a^aj  comme  une  espèce  de  triangle 
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2  7r 


cquilatéral  dont  M  serait  le  centre.  Par  une  rotation  non  euclidienne  de   „ 
autour  de  M,  le  triangle  OLfOL.yOL^  revient  sur  lui-même. 

Si  l'on  passait  d'ailleurs  à  la  représentation  projective  des  formes,  ces 
résultats  sont  des  résultats  simples  de  la  théorie  des  coniques.  Envisageons,  en 
ciïet,  la  rotation  non  euclidienne  de  l'intérieur  de  la  conique  fondamentale  qui 
amène  a,,  a^,  a.,  respectivement  sur  a^,  aj,  a,.  Elle  existe  et  est  unique;  son 
centre  est  facile  à  déterminer.  Etîectivement  cette  rotation  est  une  homogra- 
phie qui  amène  les  tangentes  en  a,,  a^,  a.,  à  la  conique  respectivement  sur  les 


Fis;.  21. 


tangentes  en  aa,  ag,  a,.  Elle  amène  donc  K,,  Ka,  K,,  respectivement  sur  Kj, 
Kg,  K,.  Elle  amène  donc  les  droites  a,K,,  a^Kj,  agK;,,  respectivement  sur 
a. Ko,  a^K.,,  a,K,.  Or  les  trois  droites  a,K,,  a^Ko,  a.,K3  concourent  en  M 
d'après  le  théorème  de  Brianchon.  Donc  M  est  le  point  double,  intérieur  à  la 
conique,  de  l'homographie  en  question.  C\'st  le  centre  clierché.  D'ailleurs, 
visiblement,  a,  MK,  est  orthogonal  (au  sens  non  euclidien)  à  a. a.,.  Donc  M  est 

orthocentre  de  a,  aa a.,.  De  plus,  les  angles  a,  Maj,  a^Maj,  a^Ma,  sont  égaux, 
car  ils  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  la  rotation  considérée. 

De  ces  propriétés  géométriques  il  ressort,  sans  qu'il  soit  besoin  d'insister, 
que  le  point  M  est  un  covariant  des  trois  points  a,,  aj,  ag  par  toute  substi- 
tution fuchsienne 

(S)  \  ('",«,  '^«0,  «0  réels) 


OU 


ou  que  la  correspondante  de  f  est  un  covariant  quadratique  de  la  forme  f. 
C'est  là  une  remarque  qui  a  été  faite  par  Hermite  {Œuvres,  t.  I,  p.  191). 
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En  effet,  la  forme  o  a  des  coefficients  qui  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  y  et  si  l'on  écrit 

la  correspondante  est,  à  un  facteur  près, 

{ac  —  b^)x'^  +  {ad —  bc)xy  -i-  {bd  ^  (■'-)}■  ; 

c'est  la  forme  d'Eisenstein. 

C'est  un  simple  calcul  de  fonctions  symétriques  à  faire  à  partir  de 

9  =  {(x,—  cci)'{x  —  cXiyY  +  («3—  a,)2(^  —  a.^y)'+{c(i~  a.,)-{x  —  tx-^y)-. 

On  peut  faire  plus  élégamment  le  calcul  comme  suit. 
L'équation  du  cercle  a,  MM,  est  de  la  forme 

z  étant  l'affixe  d'un  point  du  cercle,  z'  son  conjugué,  ^,  l'affixe  du  point  diamé- 
tralement opposé  à  a,  sur  ce  cercle. 

Mais  ce  cercle  étant  orthogonal  au  cercle  de  diamètre  aoa^,  on  a 

aoci^iH-  2a2a3r=  (ai  +  Hi)  («2+^3), 
d'où  l'on  tire 

0=1  +  ^1   __  ^«1+  c 

2  acf.i-\-b 

y.         CGC,  -h  d 

«1^1=   —r- 

«a, H-  b 

Le  cercle  en  question  a  donc  pour  équation 

{a<Xi-\-  b)zz'-+-  {bc(i-}-  c){z  -+-  z')  -^  cai-h  d=  o; 
on  a,  pour  a^M, 

{aci.2-+-  b)zz' -h{b<X2-\-  c){z  -i-  z')  -h  C!x.2-h  d^=o, 
et,  pour  a,, M, 

{aocs-h  b)zz' -^{b(Xs-}-c){z  -+-  z')  -hcc/.s+d=:o. 

Le  déterminant  de  ces  trois  équations  aux  inconnues  zz'  et  (z  -)-  z')  est  nul, 
ce  qui  indique  que  les  trois  cercles  concourent.  En  les  résolvant,  on  a  de  suite 


(c- — bd)  {0C.2 — «i)        {ad  —  bc)  {a.,— Xi)        {b^ — rtc)  (a,— ex,)' 
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ce  qui  montre  que  le  point  M  a  un  affixe  '(  déterminé  par 

i  >._^w_  od—bc 
[  o^  —  ac 

c'est-à-dire  qu'il  représente  la  forme  définie 

(  b-  —  ac)œ^-  +  {bc  —  ad)xy  +  (  c'  —  bd)y-^  ; 

on  reconnaît,   au  signe  près,   l'expression  donnée  plus  haut  pour  la  forme 
d'Eisenstein. 

Ajoutons  que  le  covariant  quadratique  ainsi  trouvé  pour  /* n'est  autre,  à  un 
facteur  numérique  près,  que  le  hessien  de  la  forme  /.  Et  il  est  digne  d'intérêt 
que  la  méthode  de  réduclloii  conluiiœlle  conduise  justemenl  à  ce  covariant 
et  en  fournisse  d' elle- nié inè  V interprétation  géométrique  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  (  *  ). 

Les  formes  hiquadratiques  ayant  deux  racines  réelles.  —  Le  type  à  consi- 
dérer est 

f—o^{x  —  a,  j)  {x  —  «2/)  (.r  —  [3y)  {x  —  ,3' j), 

et  la  forme  associée 

o  =z  t'j{x  —  Xi  v)-  -h  tl{x  —  ocovy--^-  2u-{x  —  ^y)  {x  —  [3'/). 

Son  point  représentatif  se  construira  comme  suit  : 

On  prendra  M,  sur  le  demi-cercle  de  diamètre  AiAo  (A,,  affixe  a,;  A^, 
affixe  a.o)  déterminé  par 

Pâ;  __££. 

puis  sur  l'arc  du  cercle  orthogonal  à  06  qui  joint  M,  à  B  (B,  d'affixe  [55;  B', 
d'affixe  '^'),  on  prendra  M  déterminé  par 


PC         ^1  +  ^': 

C  étant  la  projection  de  B  et  B'  sur  O^.M  représentera  ©. 

Lorsque  /,,  t.^^  u  varieront,  M  décrira  l'intérieur  du  triangle  non  euclidien 

(*)  On  verra  au  Tome  IX  des  Matlieinatische  Annaten  comment,  en  inlerprélanl  géomé- 
liiquement  la  théorie  algébrique  des  covariants  des  formes  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  M.  Klein  est  arrivé  à  une  interprétation  du  hessien  de  la  forme  cubique  tout  à  fait 
analogue  à  celle  à  laquelle  nous  a  conduit  la  méthode  de  réduction  continuelle  {Math. 
Ann.^  t.  IX,  p.  191-192). 
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de  sommets  A,,  Ao,  B  dont  les  côtés  sont  les  trois  arcs  de  cercle  orthogonaux 
à  O^  joignant  les  points  deux  à  deux.  (Comme  cas  limite  B  pourrait  venir  sur 
le  demi-cercle  A,  A,  et  le  triangle  se  réduirait  à  ce  demi-cercle;  ce  cas,  on  le 


Fi  g.  2  2. 


verra  par  la  suite,  ne  constitue  rien  de  particulier,  tout  ce  que  nous  dirons'dans 
la  suite  s'y  applique.) 
Il  faut  considérer  ici 

Q  =  -^r^i — T  («5  étant  le  déterminant  de  o), 

à  —  t\tl{ay—  (x^y- -+-  2t'\ii^  Ob(ai—  |3)  +  2/!i«2  .)b(a2—  (3)  -H  u'  Jb(,3  —  (3'). 

Il  revient  au  même  de  chercher  le  minimum  de  0' 


ti  t^u'^ 


{ti,  t-i  supposés  positifs), 


II"  C^  fj  ^1^2 

Posant —  =  A  ,,—  =  X.> , 

A.2  A]  ^l'-2 


}i2(a,  —  (XiY 


^.r.(.,-P)-^x,(.,^P)-MP=P:i 


)/ 


lih 


En  les  égalant  à  zéro  on  a  les  deux  équations 

im{a,-oc,y~       0Ï,({3  -(3')=o. 
Xf  3î:>(a,  — jS  )  —  >.;iOb(a.— [3  )  =  o. 

Xî  _  U 


D'où  l'on  tire 


i)l,(a2— (3)        3b  (ai  — (3) 


A; 
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A  est  déterminé  par 


A'  = 


iMâ-;^') 


.)L(a,-  a,)  0C(a.-  ;3)  ^(a^-  i3) 
On  conclut  de  là  les  valeurs  suivantes  de  /;,  fl,  u-  : 


et  l'on  est  sûr,  d'après  la  théorie  générale  du  Chapitre  précédent,  que  ces 
valeurs  constituent  un  minimum  effectif  pour  0,  puisque  d'une  part  ce  sont  les 
seules  valeurs  pouvant  donner  un  minimum  et  d'autre  part  on  est  sûr  que  ce 
minimum  existe. 

Ici  encore  le  point  représentatif  de  la  correspondante  de  /est  lié  simplement 
aux  points  représentatifs  des  racines  de/". 

En  effet, 


Pi  A, 

-^)_ 
-'^)~ 

AjB 

PiA, 

A.,B' 

Si  de  plus  on  remarque 

M, A, 

a' 

M1A2 

P.A,   _ 

P,A, 

on  conclut 

BAi 

M, A, 

xMiA^         BA2 

1°  Le  cercle  BiMM,  es L  donc  orthogonal  au  cercle  de  diamètre  A,Ao. 
On  a  ensuite 

PR  ^«- 


i>G  ^1  +  ^: 


Or 


11'=  \/.)'G(ai— a.)  JC(ai—  p)  r<.{y..—  ^)  =  A,A.,  X  A,  B  X  A,B, 


t\^  ■r<.{oL.—  '^)s/^Xo[^  —  p')  — BB'xAoB, 


1]=.  0T.{oiy-[t,)sl0X.{^-p')  —  BB'xAiB 


Donc 


PP,  _       aAjAjX  A,B  X  A,B  _         i     A,A,  x  A,B  x  A,B 


P^  bF(a,b'  +  a,b')  "       '^^^^     a.bVa^b" 

Mais  on  a  d'autre  part 

m7p'=— T\â;x  \\kl 
J. 
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et 


P,A,         —  P,A,  A,A, 


Donc 


t'i 


F,  A, 


P.A^^-A^Ai- 


et 


Donc 


M,Pi  — A,A.— 7 


t\tl 


{f\  +  tlY 


^î^~'^  AiB'  +  A^B" 

La  conclusion  est  que 

pp7__  m7p7 

PC  ~        BC  ' 

2"  Donc  M  se  projette  en  P  au  point  de  concours  des  diagonales  du  qua- 
drilatère M,  M,  B'B.  C'est  le  milieu  non  euclidien  du  segment  non  eucli- 
dienM^B. 

Les  propriétés  i°  et  2°  caractérisent  complètement  le  point  M  représentatif 
de  la  correspondante  de/.  Ces  propriétés  ressortiront  d'ailleurs  directement 
de  considérations  géométriques  que  nous  exposerons  dans  la  suite.  Mention- 
nons encore  la  propriété  suivante  qui  est  d'ailleurs  immédiate.  A,,  Ao  étant 
des  points  inverses  par  rapport  au  cercle  BMM,  les  deux  côtés  A,  B  et  A^B  du 
triangle  curviligne  A,  AoB  sont  symétriques  par  rapport  au  cercle  BMM,, 
ce  qui  s'exprime  encore  en  disant  que  BMM,  est  la  bissectrice  non  euclidienne 

de  V angle  non  euclidien  A,  BAo. 
Il  resterait  maintenant  à  calculer  : 

1°  Les  coefficients  de  la  correspondante  de  f  en  fonction  des  coefficients 
de/; 

2"*  La  valeur  du  minimum  de  la  fonction  9  pour  les  valeurs  trouvées  de  /,, 

/a,  u{'). 

Sans  nous  arrêter  à  ces  deux  calculs  dont  le  premier  exigerait  d'ailleurs  pro- 
bablement la  résolution  numérique  de  l'équation /(i:;,  i)  =  o,  ou  tout  au  moins 
le  calcul  de  ses  racines  réelles,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  pour  les 

(')  Un  calcul  bien  élémentaire  fournit  pour  ce  minimum  l'expression      * 

-^1»  -^21  ^3)  ^4  étant  les  racines  de/. 
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formes  cubiques  n'ayant  qu'une  racine  réelle,  nous  passerons  tout  de  suite  au 
cas  des  formes  biquadratiques  ayant  quatre  racines  réelles. 

Formes  blquadraùques  ayant  quatre  racines  réelles.  —  L'étude  a  été  faite 
très  complètement  par  Hermite  {Œuvres^  t.  I,  p.  36i  à  371);  nous  insisterons 
très  peu. 

Fig.  23. 


et 


Nous  remarquerons  simplement  que  si 

f—aa{x  —  aiiy)  {x  —  (x.,y)  {x  ~  7.-,y)  {x  —  a.,y) 
o  —  l\{x  —  y.^yY  +  tl{x  —  cc-iy)-  +  tl{x  —  y.^yY  -\-  f\{x  —  y.,y)\ 


le  point  représentatif  de  o  décrit  l'intérieur  du  quadrilatère  non  euclidien  dont 
les  sommets  sont  les  points  a,,  a^,  a.,,  a.,  qui  représentent  les  racines.  On  peut 
toujours  avec  Hermite  supposer  a,  ^  a^>^  a.,^- a,.  Dans  ces  conditions  le 
calcul  donne  pour  le  minimum  de  la  fonction  0,  en  posant 


y{x)^{x  —  y-i)  {x  —  y.-i){x  —  y-i)  {x  —  y,;. 


t\^ 


t'i 


Z'(«3)' 


Z'(«4) 


z'(^.)'       "'     z'(=^0 
Le  minimum  de  0  calculé  par  Hermite  est 

T  z=  i6aj;(a,  —  oc3)-{x.> —  3C4)-, 

expression  tout  à  fait  analogue  à  celle  donnée  pour  le  minimum  de  0  dans  le  cas 
des  formes  biquadratiques  sans  racines  réelles. 

Si  l'on  remarque  avec  Hermite  que  la  correspondante  s'écrit 

_  (./  —  g,  r)-        {x  —  y.yY        {x  —  y.,yY        (x  — ot;/)-^ 

"^^     z'(«.)  y:  {^2)  z'(«3)  z'(«0    ' 

et  que,  d'autre  part,  on  a  l'identité 

{x—  y.iyY 


1 
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on  trouve  que  9  s'écrit 


G3=  2 


(a-  —  0Ci,y)-        (^  —  <^i.y)^ 


7;(^2)         z'(^4) 


et  ceci  prouve  que  le  point  représentatif  M  de  la  correspondante  de  /  n'est 
que  le  point  de  renconlre  des  cercles  de  diamètre  a,  a,,  et  aoa,,  c'est-à-dire  le 
point  de  concours  des  diagonales  du  quadrilatère  îion  euclidien  c(.^cf..,a.^(/.,,. 
Sous  cette  forme  on  voit  bien  que  cette  correspondante  est  un  covariant 
quadratique  de  /,  puisque  par  toute  transformation  fuchsienne, 

OU 


le  point  de  concours  des  diagonales  du  quadrilatère  a,  a^ 7.3 a,,  est  un  covariant 
des  quatre  points  a,,  ao,  a.j,  a,,  c'est-à-dire  qu'il  devient  le  point  de  concours 
des  diagonales  du  quadrilatère  transformé  du  premier.  Les  vérifications  ont  été 
faites  par  Hermite  qui  a  montré  comment  la  théorie  arithmétique  de  la  réduction 
continuelle  de  ces  formes  biquadratiques  conduisait  naturellement  au  système 
complet  des  éléments  analytiques  de  la  théorie  des  formes  biquadratiques. 

On  comprendra  que  nous  ne  nous  étendions  pas  autant  sur  ce  cas  que  sur  les 
cas  des  formes  biquadratiques  sans  racines  réelles  ou  à  deux  racines  réelles 
seulement,  qui,  ni  l'un  ni  l'autre,  n'ont  été  traités  par  Hermite,  et  nous  ont 
conduit,  comme  on  l'a  vu,  à  des  résultats  simples  et  susceptibles  de  figurations 
géométriques  très  simples.  Nous  reviendrons  seulement  au  Chapitre  suivant 
sur  tous  ces  cas  pour  exposer  des  considérations  géométriques  qui  sont  de 
nature  à  aider  à  la  recherche  du  minimum  de  la  fonction  ô,  qui  constitue  la 
première  des  questions  à  résoudre  dans  la  théorie  de  la  réduction;  ces  considé- 
rations jetteront  aussi  quelque  lumière  sur  les  propriétés  géométriques  des 
correspondantes  des  formes  cubiques  et  biquadratiques  auxquelles  les  calculs 
faits  dans  le  Chapitre  actuel  nous  ont  fait  parvenir. 


CHAPITRE  II[. 

QUELQUES  REiMARQUES  SUR  LA  DÉTERMINATION  DU  MINIMUM  DE  LA  FOxNCTION  6. 


La  question  centrale  qu'il  faut  résoudre  pour  réduire  une  forme  /  est  la 
détermination  du  minimum  absolu  de  la  fonction  0  que  nous  avons  appris  à 
attacher  à  /, 

n 

9—  ^»^' 

{tuy' 

Ace  sujet  on  peut  faire  quelques  remarques  d'ordre  géomélrique  dont  l'utilité 
manifeste  nous  apparaîtra  au  cours  des  applications  que  nous  en  ferons. 

0  étant  le  déterminant  de  la  forme  q  associée  à  /dont  le  point  représentatif 
est  'C  =  ^  4-  ïY],  on  a  fait  remarquer  que  l'on  a 

s/ô 

P 
en  supposant  que  l'on  écrive 

oz=:px- — 2(7 a*/ 4- /'j-,         ô=pr  —  q^. 
Donc 

n 

Or  on  a  vu  que 

p  =z  t-^  -\-  ...-{-  t^,-+-  2  u-^  -\-  ...-{-  2  u'^  ; 

tout  revient  donc  à  la  détermination  du  minimum  de 

[Y)(^7  +  ...+  ^|i+  2/<7 +  .  .  .+  2U?,)]" 

t-^  .  .  .li^u\  .  .  .  ni 

ri  étant  l'ordonnée  du  barycentre  non  euclidien  des  points  A  ,,  ...,  A^,  B,, ...,  Bv 
d'affixes  a,,  . ..,  a^,  p,,  . . .,  p^  racines  de  /,  quand  on  affecte  ces  points  des 
masses  t'^,  ...,  /^,  2.ir^,  ...,  2u'^,  minimum  qu'il  s'agit  de  déterminer  lorsque 
/,,  ...,  Wv  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Nous  avons  remarqué  que  ce  minimum  est  atteint  pour  des  valeurs  de  /,  u, 
dont  aucune  n'est  nulle;  nous  pouvons  donc  (puisque  G  ne  change  pas  lorsque 
tous  les  /,  u  sont  multipliés  par  un  même  facteur  constant  \)  dans  la  recherche 
du  minimum  de  0  assujettir  les  i,  u  k  vérifier  constamment  la  relation 

(i)  l-^  . . ,  t'iu]  .  . .  ui  =icoosl.=  Q- 
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et  dans  ces  conditions  Je  problème  se  ramène  à  la  détermination  du  minimum 
de 

En  voici  une  conséquence.  Soient  T;,  ...,  TJ,  aU^',  ...,  ^U;  les  valeurs  mini- 
mantes cherchées.  Donnons  à  deux  des  points  a,,  par  exemple  à  a, ,  a^  les  masses 
X-Tp  X-T^,  X  é/ant  un  paramètre  variable;  soil'Çi  le  barycentre  non  euclidien 
de  ces  deux  points  affectés  de  ces  masses;  Z^  reste  fixe  quand  X  varie,  et  c'est  un 
point  au-dessus  de  O^,  de  masse  X-(ïi;  +  T",)  =  inr^. 
Donnons  aux  points  restants 

^:jî        1^4)         •  •  •  ?        ^■[J.i        pli         •  •  •  )        pv 

les  masses  variables 

il,     t'i,      ....     /^.,     2^/7,      .  .  .,     -mr, 

qu'on  astreindra  ainsi  que  À''  toutefois  à  vérifier  la  relation 

(2)  l'TiTUlt^...l^ji\al...uJ^  —  e. 

Dans  ces  conditions  le  minimum  de 

■r,[7.''-Ti-i-l^Tl  +  il-\-  .  .  .  +  /|5.4-  2u'-^-\-.  .  .~h  211^), 

lorsque  X,  /g,  ....  /^,  w,,  ...,  Mv  varient  en  satisfaisant  à  (2),  est  atteint  poqr  les 
valeurs 

I,     T.^,     T^,     ...,     T[;.,     2U7,     ...,     2U?, 
des  paramètres 

>.'-,      ^3,      l'i-,      ••.,      tl,      2  «7,      ...,      2u'r,. 

Or  considérons  maintenant  la  forme  y,  dont  les  racines  seraient  '(,  et  son  con- 
jugué C,5  ^3,  a,,  ...,  a,j^,  [^,,  P',,  ...,  pv,  j3,^  et  cherchons  sa  correspondante.  Pour 
cela  affectons  les  points  'C,^  ag,  a,,,  ...,  aji,  [^n  ^27  --m  ?v  respectivement  des 
masses  variables 

2m-^  =  l-{T-^-i-T'^),      il,      ...,      r^,      2u'l,      2«.],      ...,      2U'^. 

Le  barycentre  de  ces  points  affectés  de  ces  masses  est  C,  barycentre  des  masses 

\-T\,    A^T],    tl,    ...,    /^,    2 «7,    2ul,     ...,    2M.:, 
affectés  à 

aj,     «2,     0C3,      •••5     of|j,j     pi)      •••,     pv 

Donc  ce  point  '(  qui  représente  Tassociée  de  f  pour  les  valeurs  ci-dessus  des 
paramètres  ^,  u  représente  aussi  Fassoclée  de/",  pour le^ valeurs  attribuées  plus 
haut  aux  masses  des  racines  dey,. 

La  fonction  à  considérer  pour/,  serait  donc 

(3)  r;[2miî-i-  ijj-h.  .  .H-  /^H-  2«7H-.  .  .+  2MÇ], 
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Y)  étant  l'ordonnée  de  C-  H  faut  chercher  son  minimum  quand  m^^,  l'I, ...,  /jî, ..., 
u'^j  ...,  u:^  sont  assujetties  à  vérifier  une  relation 

(3')  ff^\ti  .  ..t'^u\  .  . .  ui  =  const. 

OU,  puisque  2//r^  =  X-(TJ  -h  TJ), 

(4)  X*/i;  ...<[;.«}...  «v  =  const. 

Mais  (3)  n'étant  autre  que 

et  puisque  dans  l'hypothèse  (4)  on  a  aussi 

l'*T'jTit'j  .  . .  t'^u\  . .  .  Mv  =  const., 

constante  qui  peut  être  supposée  égale  à  G  par  un  choix  convenable  de  la 
constante  arbitraire  qui  entre  dans  (4)  et  celle  de  (3'),  on  voit  que  le  minimum 
de  (3)  sera  atteint  pour  les  valeurs 

Tj-hT^     T^,     ...,     T-i,     2Ut,     ...,     2Uç 

des  masses  attribuées  à 

Çi,     «3,     ...,     ocjj..     (3,,     ...,     {3v, 

et  ceci  montre  que  la  correspondante  de  /",  est  à  un  facteur  constant  près  la 
même  que  la  correspondante  de  /,  puisque  toutes  deux  ont  pour  point  repré- 
sentatif'C  le  barycentre  non  euclidien  des  points 

«1,     a,,      ...,     a^.,     {3,,     (32,      ...,     |3v 
affectés  respectivement  des  masses 

Voici  donc  un  principe  qui  pourra  être  utile  dans  la  recherche  de  la  corres- 
pondante : 

Soit  f  dont  les  racines  sont 

ai,     cf-i,     ...,     a^.,     Pi,     (3;,     ...,     (3v,     (3';, 

si  sa  correspondante  correspond  aux  valeurs 

ll   ,  1  2)  •    •    -1  -^IJO  «-'1   »  •   •   •  5  '-'V 

des  paramètres  ;  si,  d'autre  part,  'dj  désigne  le  barycentre  non  euclidien  des 
points  OLi,  ay  affectés  des  masses  TJ,  Tj,  la  forme  f^  du  même  degré  que  f 
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dont  les  racines  sont  celles  de/,  sauf  a,-  et  y.j  qui  sont  remplacées pa?^  "dj  et  sa 
conjuguée  Ç  ,  a  même  correspondante  que  f  {à  un  facteur  constant  près  sans 
aucune  importance). 

On  pourra  faire  des  applications  successives  de  ce  principe  et  ramener  la 
forme /à  une  forme  f^  du  même  degré  que  /,  ayant  même  correspondante,  et 
n'ayant  qu'une  racine  réelle  si  /  est  de  degré  impair,  n'ayant  pas  de  racine 
réelle  si  /  est  de  degré  pair. 

Il  est  bien  sûr  que  /,  n'est  connue  que  si  l'on  connaît  déjà  T^  et  T^,  c'est- 
à-dire  le  rapport  des  masses  f;,  t\  pour  les  valeurs  des  paramètres  qui  rendent 
9  minimum/Toutefois  le  principe  précédent  pourra  éviter  des  calculs  pour  la 
recherche  de  ces  valeurs  minimantes  quand  on  l'emploiera  judicieusement,  et 
c'est  ce  que  nous  allons  montrer  par  des  applications  aux  formes  cubiques  et 
biquadra  tiques. 

Première  application.  —  Prenons  la  forme 

/=  a,{x  -  oi,y){jc  —  2(,y)  {.x  —  (3/)  (.r  —  ^j' y) 

biquadratique  avec  deux  racines  réelles.  Soit  M  le  point  représentatif  de  sa  co?-- 
respondante ;  M  est  le  barycentre  de  a,,  ol^,  ^,  affectés  des  masses  mini- 
mantes T";,  T",,  2U*. 

Fig.  24. 


-'a' 


Soit  M,  le  barycentre  de  a,,  a^,  affectés  des  masses  T^  T^.  C'est  un  point  du 
cercle  de  diamètre  a,  a^  projeté  en  P,  tel  que 


\\a2 


Tr' 


Considérons  maintenant  la  forme  biquadratique/,  dont  les  racines  sont  Cn 
P  et  leurs  conjuguées  '(', ,  [3';  en  vertu  du  résultat  précédent,  sa  correspondante 
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sera  représentée  par  le  même  point  M  que  celle  de  f.  Or  on  a  vu  dans  la 
théorie  des  formes  biquadratiques  sans  racines  réelles  que  le  point  représentatif 
de  la  correspondante  d'une  telle  forme  /,  est  le  milieu  non  euclidien  du 
segment  non  euclidien  joignant  ses  deux  racines  (situées  au-dessus  de  l'axe 
réel).  On  conclut  donc  que  M  représentant  la  correspondante  de  f  est  le 
milieu  non  euclidien  du  segment  non  euclidien  M,  p.  On  retrouve  sans  aucun 
calcul  la  deuxième  des  propriétés  géométriques  de  M  auxquelles  nous  avait 
conduit  le  calcul  dans  le  Chapitre  précédent. 


Deuxième  application.  —  Une  des  applications  les  plus  élégantes  qu'on 
puisse  faire  du  principe  exposé  au  début  de  ce  Chapitre  consiste  dans  la  déter- 
mination de  la  correspondante  d'une  forme  cubique  à  trois  racines  réelles  con- 
naissant seulement  la  correspondante  d'une  forme  à  une  racine  réelle,  sans  faire 
aucun  calcul. 

Soit  la  forme  cubique 

/=ao(^  — «ly)  (^— «2/)  (^— «sj) 

aux  racines  réelles  a,,  ao,  a.,.  Sa  correspondante  cp  s'obtient  pour  les  masses 
Tj,  T^,  T3  attribuées  aux  points  racines,  soit  M  son  point  représentatif. 

Fiff.  25. 


Soit  M,,  d'affixe  *(,,  le  barycentre  non  euclidien  de  a^,  a;,.  On  a 


Le  principe  dit  que  M  représente  la  correspondante  de  la  forme  cubique/,  dont 
les  racines  sont  a,,  s,,  C,  conjugué  de  '(,.  Donc  on  doit  avoir 


P^  ~  D^i  ' 


D  étant  le  point  diamétralement  opposé  à  a,  sur  le  cercle  a,  MM,. 

J.  9 
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Transformons  la  figure  par  une  inversion  de  pôle  M'  symétrique  de  M  par 
rapport  à  l'axe  réel.  On  a  déjà  vu  l'effet  de  cette  inversion  dans  une  remarque 
faite  à  propos  des  formes  cubiques  ayant  une  racine  réelle;  l'axe  réel  devient 
un  cercle  passant  par  M',  de  centre  m  inverse  de  M;  l'arc  a,  MM<  D  devient  le 
diamètre  aimn^d  {a  inverse  de  a,,  â?de  D);  P  devient/)  diamétralement  opposé 


à  M'  et  P,  devient /?<  tel  que  Wp^  passe  par  le  milieu  y  du  segment  md.  Les 
trois  arcs  a^ag,  ajaj,  aja,  deviennent  trois  arcs  ab^  hc^  ca  orthogonaux  au 
cercle  (/?^);  la  droite  M,P,  devient  un  cercle  passant  par  M'm^/?,  orthogonal 
au  cercle  {m).  Les  deux  cercles  Wm^p^,  et  hm^c^  étant  orthogonaux  au 
cercle  (m),  leur  axe  radical  est  mm^  \  ils  ont  avec  (m)  respectivement  M'p,  et 
hc  pour  axe  radical,  donc  M'/),  et  hc  se  coupent  sur  mm,^ .  Donc  bc  passe pai^ y 
milieu  de  md.  Le  triangle  abc  est  donc  tel  que  m  est  son  point  de  concours 
des  médianes,  puisque  my  =  -  Tna  et  de  même  pour  les  deux  droites  mb  et  me. 

On  en  conclut  immédiatement  que  bc  est  perpendiculaire  au  milieu  de  md  et 
que  abc  est  équilatéral  ;  l'arc  bm^  c  est  orthogonal  à  dma,  on  retombe,  en  reve- 
nant à  la  figure  primitive,  sur  la  définition  de  M  comme  orthocenlre  non  eucli- 
dien du  triangle  :/.^<y.^<y.^  et  l'on  retrouve  immédiatement  toutes  les  propriétés 
de  la  figure  que  nous  avons  tirées  au  Chapitre  précédent  de  l'inversion  de 
pôle  M'.  Gomme  d'ailleurs  à  ce  moment-là  nous  avons  calculé  l'affixe  de  M  en 
fonction  de  a,,  a^,  ag  ou  des  coefficients  de  /"  à  l'aide  de  la  définition  géomé- 
trique de  M  sur  laquelle  nous  venons  de  tomber,  on  voit  que  l'on  peut  trouver 
la  correspondante  de  f  ayant  trois  racines  réelles  à  partir  simplement  de  la 
connaissance  de  cette  correspondante  pour  une  forme  cubique  n'ayant  qu'une 
racine  réelle  sans  faire  de  nouveau  calcul  de  minimum.  On  voit  aussi  se  dessiner 
un  lien  entre  les  deux  catégories  distinctes  de  formes  cubiques  qui  présente  un 
certain  intérêt  :  les  deux  formes  cubiques 

f=z{x—  a,/)  {x  —  a^y)  {x  —  a^y) 

de  racines  réelles  a,,  a^,  ag,  et 

f>^{x-a,y)  (^-C,r)  {Jc-l\y), 
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OÙ  'C,  est  l'affixe  de  M,  envisagé  précédemment  et  *(',  son  conjugué,  ont  même 
correspondanle  quadratique  9  dont  le  point  représentatif  est  M. 

Troisième  application.  —  Nous  allons  en  partant  des  résultats  obtenus  pour 
les  formes  biquadratiques  à  deux  racines  réelles  obtenir,  sans  aucun  calcul,  par 
l'application  du  principe  précédent,  les  résultats  qui  concernent  les  formes 
biquadratiques  ayant  quatre  racines  réelles,  qu'Hermite  a  étudiées  par  le 
calcul. 

Soient 

la  forme  envisagée  et  ï;,  TJ,  T',  T;  les  masses  qu'il  faut  donner  à  a,,  a,,  a.,,  a,, 
pour  rendre  0  minimum. 

Fig.  27. 


Composant  les  masses  T^  et  T^  dont  le  barycentre  non  euclidien  est  M,2 
d'affixe  '(,0  sur  le  demi-cercle  a,ao,  on  voit  que  la  forme  proposée  aura  même 
correspondante  que  la  forme  biquadratique  de  racines  a^,  a,,,  'C^,  C,..  conjugué 
de'(,o.  Donc,  si  M  représente  la  correspondante  de  /,  on  conclut,  d'après  ce 
qu'on  sait  des  formes  biquadratiques  ayant  deux  racines  réelles,  que /'«rc  M,  2 M 
du  cercle  ortJiogonal  àO^  est  orthogonal  au  cercle  de  diamètre  ol^<x^  et  que, 
déplus,  M  est  milieu  non  euclidien  du  segment  non  euclidien  qui  joint  les 
deux  points  M  ^. 2  et  M3i(M3,,  barycentre  de  aj  et  a,  affectés  des  masses  T^  et  T^). 
La  conclusion  qui  se  dégage  de  ceci  est  donc  que  M  est  l'intersection  : 

1°  Du  centre  orthogonal  à  O^  et  orthogonal  aux  deux  cercles  de  diamètre 
a,  (X.2  et  aja,  ; 

2°  Du  cercle  orthogonal  à  O^  et  orthogonal  aux  deux  cercles  de  diamètre 
a,  a,  et  aoag. 

Si  l'on  fait  une  inversion  de  pôle  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  O  ^,  le 
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quadrilatère  a.aoaja,  devient  un  quadrilatère  curviligne  de  sommets  a,  h,  c,d 
inverses  de  a,,  a^,  a^,  a,  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercles  normaux  au 
cercle  (de  centre  m  inverse  de  M)  qui  est  l'inverse  de  Taxe  réel.  Les  cercles  i« 
et  2°  deviennent  des  diamètres  du  cercle  {m)  orthogonaux  aux  côtés  opposés 
du  quadrilatère,  d'où  il  suit  que  les  segments  ab,  cd  sont  parallèles,  ainsi 


que  ad  et  bc\  abcd  est  donc  un  rectangle;  donc  m  est  l'intersection  des  dia- 
mètres ac  et  bd.  Donc,  en  revenant  à  la  figure  primitive,  M  est  V intersection 
des  diagonales  non  euclidiennes  a,a3,  a^a,^  du  quadrilatère  non  euclidien 
aja^asa,,;  c'est  le  résultat  auquel  nous  avons  été  conduit  par  l'interprétation 
du  calcul  d'Hermite  ('). 

On  peut  remarquer  encore  que  M,  3  et  Mo^  sont  confondus  avec  M,  car  M  doit 
être  le  milieu  non  euclidien  du  segment  non  euclidien  qui  les  joint  et  toutes  ces 
propriétés  géométriques,  auxquelles  nous  sommes  parvenus  sans  calcul,  suffi- 
raient à  calculer  T;,  Ti!,  T3,  T^  en  fonction  de  a,,  ag,  ag,  a^  et  par  suite  à  déter- 
miner la  correspondante  de  /en  fonction  des  coefficients  de  f. 

Quatrième  application,  —  Nous  allons  montrer  comment,  par  une  double 
application  de  la  remarque  faite  au  début,  on  peut  déduire  tous  les  résultats  qui 
concernent  les  formes  biquadratiques  ayant  quatre  racines  réelles  des  résultats 
particulièrement  simples  que  nous  avons  trouvés  pour  les  formes  biquadratiques 
n'ayant  pas  de  racines  réelles. 

En  effet,  soient  TJ,  T^,  Tg,  TJ  les  valeurs  cherchées  qui  rendent  0  minimum 
et  qui,  affectées  comme  masses  à  a, ,  ag,  aj,  a,,,  donnent  le  barycentre  M  non 
euclidien  qui  représente  la  correspondante  de  f. 

M,2  étant  le  barycentre  de  a,  eta,,  do  son  affixe,  on  a  vu  que  la  forme  dont  les 


(')  On  peut  remarquer  enfin  que  les  deux  diamètres  mn^m^^  el  in^i^m^^i,  bisseclent  l'angle 
des  diamètres  ac,  bd,  ce  qui  fournit  une  nouvelle  propriété  de  la  figure  primitive.  Enfin  on 
voit  bien  que  m  est  milieu  ordinaire  de  m^^nir^  et  de  nin,/}!.,^,  comme  cela  devait  être. 
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racines  sont  aj,  a^  et  Cj,  C,^  a  môme  correspondante  que/".  En  appli(|uant  une 
deuxième  fois  le  principe,  on  voit  que  si  Mj^  est  le  barycentre  de  a3,  a,  avec  les 
masses  T^,  Tj^,  ^3,  étant  son  affixe,  la  forme  dont  les  racines  sont  J^,2,  ^',2;  ^30^34 
a  aussi  même  correspondante  que  /.  Donc  M,  d'après  le  résultat  obtenu  pour 
les  formes  biquadratiques  sans  racines  réelles  (et  la  dernière  forme  considérée 
est  de  ce  type),  sera  milieu  non  euclidien  du  segment  MiaMgi  non  euclidien^ 
M  seixi  de  même  m,ilieu  non  euclidien  du  segment  non  euclidien  MnjMja. 

Je  dis  que  ceci  suffit  à  trouver  M  puisqu'on  est  sûr  de  son  existence  et  des 
propriétés  précédentes. 

Effectivement  si  Ton  fait  une  inversion  de  pôle  M'  symétrique  de  M  par  rapport 
à  l'axe  réel,  le  quadrilatère  non  euclidien  aja^aga,  devient  un  quadrilatère 
curviligne  abcd  dont  les  quatre  côtés  sont  orthogonaux  à  la  circonférence  (m) 
(de  centre  m  inverse  de  M)  inverse  de  l'axe  réel;  m  devra  être  milieu  ordinaire 
du  segment  ordinaire  m, 2  m,,  qui  joint  les  inverses  de  M, a»  M3,;  il  devra  être 
milieu  ordinaire  du  segment  ordinaire  m^^  m^^  qui  joint  les  inverses  de  M,,, 
M, 3.  D'ailleurs  on  sait  par  la  théorie  générale  que  ni  T,,  ni  T^,  ni  T3,  ni  T^  ne 
sont  nuls  ;  par  conséquent  aucun  des  points  M,  2  M  < ,  M23  M3 ,  n'est  en  un  sommet 
du  quadrilatère  cli^0L^(x.^0L,,\  donc,  aucun  des  points  m^2m^^m^^m^^  n'est  en  un 
sommet  du  quadrilatère  abcd. 

Figurons  alors  l'arc  ab  orthogonal  au  cercle  m\  m  partageant  en  deux  par- 
ties égales  le  segment  m^^f^^s'i  qui  joint  m^2  de  l'arc  ab  entre  a  et  b  à.  m^^  de 
l'arc  cdentre  c  et  d,  il  faudra  que  l'arc  cc^  coupe  à  l'intérieur  du  cercle  (m)  et 
non  sur  ce  cercle  l'arc  a'b'  symétrique  de  ab  par  rapport  à  m.  Ceci  exige  qu'un 
des  points  c  ow  d  soit  entre  a'  et  b'  sur  l'arc  a'  b'  du  cercle  (m)  qui  ne  contient 
pas  ab  et  l'autre  sur  l'arc  a'b'  de  ce  cercle  qui  contient  ab. 


Comme  d'ailleurs  les  points  abcd  doivent  se  suivre  dans  cet  ordre  sur  le 
cercle  (m),  on  a  deux  figures  possibles,  qui  sont  toutes  les  deux  ci-contre.  Dans 
ces  deux  cas  de  figure  on  voit  que  les  deux  arcs  ad  et  b'c'  orthogonaux  à  (m)  ne 
peuvent  avoir  de  point  commun  intérieur  à  {m),  c'est-à-dire  que  le  seg- 
ment mt,,m.,^  dont  m  est  milieu  n'est  pas  réel.  On  ne  peut  donc  échapper  à  la 
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contradiction  qu'en  supposant  que  cd  coïncide  avec  à  b\  et  alors  tout  segment 
passant  par  m  rencontre  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  curviligne  abcd 
formé  des  arcs  ab^  bc^  cd,  da  orthogonaux  à  (/?«)  en  deux  points  dont  m  est 
milieu.  lyifom^r,  est  indéterminé,  ainsi  que  m,,m3o;  mais  on  est  sûr  que  par 


«' 


l'inversion  de  pôle  M'  les  points  a,,  a,,  ol^,  a,  sont  devenus  les  sommets 
a,  Z>,  c,  c^d'un  rectangle  de  centre  m  inverse  de  M,  et  m  étant  l'intersection  des 
diagonales  ac  et  bd  de  ce  rectangle,  le  point  M  cherché,  qui  représente  la 
correspondante  de/,  est  le  point  de  concours  des  diagonales  non  euclidiennes 
du  quadrilatère  non  euclidien  a,aoa3a,,.  C'est  le  résultat  essentiel  auquel  nous 
avait  conduit  l'interprétation  du  calcul  d'Hermite. 

A  titre  d'exercice  montrons  comment  on  peut  aller  jusqu'au  bout  par  cette 
méthode  et  déterminer  les  valeurs  TJ,  T!;,  T;,  T^  elles-mêmes  qui  donnent  le 
minimum  de  6. 

Fig.  3i. 


Si  l'on  compose  Tj,  Tg  en  M, 3  de  masse  TJ  +  TJ  et  T^,  TJ  en  Mo,  de  masse 
Tj  H-T,,  M  doit  être  barycentre  non  euclidien  de  M,  3,  Mo,;  donc,  comme  M,3 
est  sur  le  cercle  a,a3  etMa,,  sur  le  cercle  a^a,,  qui  se  coupent  en  M,  il  faut 
nécessairement  que  M, 3  et  M.,.,  soient  en  M. 

Posons  alors 

P  «!  =  /?! 

Pa4  =  /?4 


(/^/>o). 
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on  a 

M  étant  barycentre  de  a,  et  a.,  affectés  des  masses  T;,  TJ,  on  aura  néces- 
sairement 

T\r=lp,        et        Tl  =  lp,, 

'k  étant  un  facteur  de  proportionnalité  positif. 

De  même 

Tl—ixp,         et         Tl  —  ixpi. 

On  peut  donner  à  TJTJTJTJ  telle  valeur  qu'on  veut.  Donnons-lui  la  valeur  •/]'; 
alors  il  faudra  supposer  'ka=  i. 
Donc 

ï 


Les  valeurs  cherchées  T';,  . . .,  T^  sont  celles  qui  rendent  T^(i-^  -h  il  4-  f'I  -+-  /,) 
minimum  dans  les  hypothèses  où  nous  nous  sommes  placés.  Elles  rendent 
donc,  puisque  y]  est  fixe  et  égal  à  l'ordonnée  de  M,  la  somme 

t'i -h  t?,  +  if^  ■+-  tj,  =  l(p^-{-p^)  4-  -  (^p^-i^  p^)   minimum. 


X  devra  donc  être  choisi  tel  que  cette  somme  soit  un  minimum.  Et  ceci  exige 
évidemment 


ce  qui  détermine  X,  et  par  suite  T^  T^,  Tg,  T^. 

On  trouve  ainsi  immédiatement  les  valeurs  qu'Hermite  a  déduites  d'un 
calcul  laborieux,  et  en  particulier  on  a  de  suite  cette  relation 

t2  +  t;|  =  t^  +  i1 

qui  n'est  autre  que  la  relation  précédente. 
Si  l'on  se  rappelle  qu'Hermite  avait  trouvé 

avec 

X(^)  =  {œ  —  a,)  (^  —  a,)  {^^  —  ^3)  {-^ —  «4)1 

l'identité  bien  connue 

I  1  I  I 


X'(a,)  ^  X'{a,)^  X'ioc,)        X'{a,) 
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n'est  autre  que  la  relation  trouvée  ci-dessus 

tVous  allons  montrer,  en  terminant,  comment  on  peut  modifier  la  remarque 
utilisée  dans  les  applications  i°,  2*^,  3°  et  4"  pour  la  faire  servir  à  d'autres  appli- 
cations. 

Envisageons  le  cas  des  formes^du  sixième  degré  ayant  deux  racines  réelles 
a,,  a2,  et  deux  couples  de  racines  imaginaires  (3,,  j3',  et  ^^5  Pa- 

Fig.  32. 


Soient  T;,  TJ,  2UJ,  2U2  les  masses  qu'il  faut  attribuer  à  a,,  a^,  [3,,  ^.y  pour 
obtenir  la  correspondante  de/dont  M('C)  est  le  point  représentatif. 
Cela  veut  dire  que  le  minimum  de  y][/J  +  /J  +  2Mj  +  2^2]  lorsque 


(') 


t'-,  t?,  u\  ul^=  TjTjj  U}  U^  =  consl. 


est  atteint  pour  les  valeurs  T^,  T^',  UJ,  U'I. 
Donnons  à  a,,  aj,  [3,,  ^o  l^s  masses 

Le  barycentre  de  a, ,  [3,  est  fixe  ^,  et  sa  masse  est  X'(T^  -+•  2  UJ)  ; 
Le  barycentre  de  a^,  [3o  est  fixe  'Co  et  sa  masse  est  u.^(T't-+-  2U';). 
'C  barycentre  de  a,,  (3,,  ao,  ^o  est  le  barycentre  de  '(,,  (2  avec  les  masses 
précédentes. 
Le  minimum  de 

lorsque  X[Jt,  sont  tels  que 

(3)  l^Tixix''Tixl'l]]xix'l]l  =  TiTi\]llJl 

est  atteint  par  };^  =  [j,- =  I . 

Orsi  l'on  envisage  la  forme  biquadratîque  f^  dont  les  racines  sont '(,,  t.,,t\,  *C 
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avec  les  masses 

son  associée  est  représentée  aussi  par  X,. 

Pour  trouver  la  correspondante  de  /,  il  faut  considérer  le  minimum    de 

(4)  rl[^K^{T]+1\^^^)^^^Ti  +  2\]■i)^, 
lorsque 

(5)  >^*(TÎ  +  2U^)2x^*(T,^4-2U^)^  =  const. 

Or  si  (3)  est  satisfaite  par  X  et  [/.  en  variant,  (5)  le  sera  aussi,  car  (3)  exprime 
que  Xu.  reste  constant  et  (4)  est  identique  à  (  2).  Donc  le  minimum  de  (4)  a  lieu 
pour  X  =  [x,  c'est-à-dire  que  /  proposée  a  même  correspondante  que  f^. 
D'après  ce  qu'on  sait  sur  les  formes  biquadratiques  sans  racines  réelles,  il 
résulte  donc  que  '(  représentant  la  correspondante  de  f  est  milieu  non  eucli- 
dien du  segment  (^,  '(3  non  euclidien  qui  joint  les  points  'C'Co  qu'on  a  définis 
plus  haut  : 

"Cn  barycentre  de  a,,  |3,  et  X,,_,  barycentre  de  ol^,  ^^  affectés  des  masses  mini- 
mantes correspondantes. 

On  aurait  pu  composer  les  masses  minimantes  affectées  à  a,  et  |3.  en  leur  bary- 
centre'C3,  et  de  même  celles  affectées  à  (/..^  et  p,  en  leur  baryccnlre  '(,,,  ^  sera 
aussi  le  milieu  non  euclidien  des  deux  points  '(3,  '(,• 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  remarques  qu'on  peut  varier  selon 
les  cas  qui  sont  à  traiter,  l'idée  essentielle  étant  toujours  de  fixer  les  rapports 
entre  certaines  des  masses  variables  convenablement  choisies  parmi  celles  qui 
sont  affectées  aux  racines  de/,  en  donnant  à  ces  rapports  les  valeurs  qu'ils  ont 
pour  le  minimum  cherché,  en  composant  ces  masses  dont  le  barycentre  est  dès 
lors  fixe,  et  reçoit  une  masse  égale  à  la  somme  des  masses  précédentes,  en  con- 
sidérant ensuite  la  nouvelle  forme/,  dont  les  racines  sont  les  racines  de  la  forme 
initiale/ qui  ont  conservé  des  masses  variables  arbitrairement,  auxquelles  on  a 
joint  le  barycentre  trouvé  en  dernier  lieu  (et,  bien  entendu,  son  symétrique 
par  rapport  à  l'axe  réel),  tout  ceci  étant  fait  de  telle  façon  que  la  condition  qui 
exprime  que  le  produit  des  masses  (  *  )  affectées  aux  racines  de  f  est  constant 
entraîne  que  le  produit  des  masses  affectées  aux  racines  de  /,  soit  constant. 
Dans  ces  conditions/e/ /  auront  même  correspondante  et  f^  étant  souvent 
plus  simple  que  /,  les  propriétés  qu'on  pourra  connaître  de  '(,  point  représen- 
tatif de  la  correspondante  de  /,  seront  des  propriétés  de  la  correspondante 
de/. 

(')  Par  produit  des  masses  /f,  .. .,  t^^  iu\^. .  .,  iu\  on  entend  ici  l'expression  {tu)^,  c'est- 
à-dire  tl  il. .  .t'^ji\  ul . .  .11^. 

J.  10 


CHAPITRE  IV. 

SUR  UNE  NOUVELLE  FAÇON  D'ENVISAGER  LA  MÉTHODE  DE  RÉDUCTION  CONTINUELLE. 


Reprenons  la  forme 

/•=  ao(^  —  «1  j)  {a;  —  a,y)...{:x;  —  ay.y)  (^  _  (3,^)  (^  —  (3',  y) ...  (^  —  (3-,  j)  (^  —  ^^f, 
et  la  forme  quadratique  associée 

(?  -—  t-^  {a^  —  Uiyy- ~h  tl{a^  —  a^yy- -{- . .  . 

-f  «^(^  —  a^^yY  +  2  «7 (.37  —  p,/)  (jc  —  (3',7)  4- . . . 4-  2 aç  (^—  (3vJK)  (^  —  (3;/). 

Considérons  la  somme 

<?(-^  —  «!/)'  +  <^  (a;  —  «27)2  ; 

c'est  une  forme  quadratique  dont  le  point  représentatif  est  sur  le  demi-cercle 
de  diamètre  a,  ol.,,  son  déterminant  est,  comme  on  le  voit  aisément,  égal  à 

t'iti{<xi  —  ctiy. 
On  peut  donc  écrire 

t'-îia:  —  aiyY-\-tl{x  —  a^yy—t^t^^^, 

cp,  désignant  muq  forme  quadratique  positwe  de  déterminant  fixe  (a,  —  ag)" 
dont  le  point  représentatif  est  quelconque  sur  le  cercle  de  diamètre  a^aj. 

Le  déterminant  de  <p,  est  égal  au  discriminant  de  la  forme  indéfinie 
(^x  —  0L^y)  (^x — «aj),  qui  est  représentée  par  le  demi-cercle  de  diamètre  a,a^. 

Pour  simplifier  l'exposition,  supposons  maintenant  que  /  soit  de  degré  pair 

avec  [i,'  couples  (')  de  racines  réelles [x=:  2[x',(a,,a2),  (ag,  a,,),  ...,(^aL^^,_^^  o^îji')' 

etv  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées  (p,,  p',),  (pai  P'a)?  •••»  (Pv>  P'v)- 

Alors /pourra  s'écrire 

/  ^^  ^0/1/2  •  •  •  f\}.'f\i.'+\  •  •  •  y  (J/+V 
en  posant 

fi={oc  —  (X,j^iy){x  —  (Xiiy)         pour  i  =  1,2,  ...,[i' 
et 

U'+k—  (^  —  (3yt.r)  (-^  —  (3/,j)         pour  A-  z=  I,  2,  .  .  . ,  v; 

/se  présente  aussi  sous  la  forme  d'un  produit  de  formes  quadratiques  binaires 

(1)  On  peut  d'ailleurs  accoupler  les  racines  réelles  deux  à  deux  comme  on  voudra. 
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dont  certaines  sont  définies  (les  f^-^^  et  certaines  sont  indéfinies  (les  y,, 

Désignons  par  §, ,  ô^,  . . . ,  '^^.  les  discriminants  des  formes/,, /a, . ..  ,/^.. 

On  aura 

<5<=(aj,_i— aj/)^ 

A  chaque  forme  fi  nous  associons  une  forme  définie  «p,  de  déterminant  fixe  §, 
dont  le  point  représentatif  soit  quelconque  sur  la  demi-circonférence  C/(a2.  ^a^) 
qui  représente  //.  (p*  dépendra  d'un  paramètre  variable,  à  savoir  celui  qui  fixe 
la  position  de  son  point  représentatif  sur  C/. 

Dans  ces  conditions  la  forme  quadratique  qu'Hermite  associe  à  la  forme 
proposée /s'écrira 

Elle  dépend  des  paramètres  XJ, . . . ,  X^,,  ^^^,  . . . ,  u;^  et  aussi  des  paramètres 
qui  entrent  dans  cp, ,  ?2)  •  •  •  »  '^^•' 

(On  peut  remarquer  si  l'on  veut  que  a;  =  t.^.^t^.-) 

Nous  ne  revenons  pas  sur  la  façon  de  trouver  le  domaine  que  décrit  le  point  X, 
représentatif  de  cp  lorsque  les  paramètres  qui  entrent  dans  ç  prennent  toutes  les 
valeurs  possibles. 

Il  faut  encore  chercher  pour  quelles  valeurs  de  ces  paramètres,  la  fonction 


2  [J.'  +  2  V 


XJX^  . .  .\^.u'\  ...  «V 


{à  déterminant  de  cp) 


{ày 


est  minimum  (  puisque  0  r= -Mrr,  devient  ici  à  cause  de  7i  =  2u.'  +  2v  et  de 

X7  =  ^2._, ^2;  l'expression  précédente)- 

En    définitive,    toute   forme    binaire   de   degré  pair    2/?  =  2|x' -f- 2v   avec 
[i.'  couples  de  racines  réelles  et  v  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées 

s'écrira 

/=  «'0/1/2  •••/«, 

les  formes  /,,  /a,  .  ..,  f^>  étant  indéfinies,  les  formes  f^.^, ,... ,  /„  étant 
définies. 

On  lui  associera  la  forme  quadratique 

X;,  ...,  X,;  étant  des  paramètres  variables;  cp,,...,  cpj,,  étant  les  formes  quadra- 
tiques positives  de  déterminant  fixe  §,,...,  V  qu'on  a  appris  à  associer  respec- 
tivement ■df^^f.,  . . . , /,j.' . 
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/ 

Enfin  on  cherchera  pour  quelles  valeurs  des  paramètres  qui  entrent  dans  o 
la  fonction 


l]7.\...\ 


est  nninimum  absolu 

On  donnera  dans  9  à  ces  paramètres  les  valeurs  minimantes  trouvées  ;  on  fera 
alors  dans/ la  même  substitution 

j  7  =  /iX  +  «oY 
que  celle  qui  sert  à  réduire  ip  dans  ces  conditions  et  la  forme 

F(X,  Y)=r/(mXH-moY,  nX4-«oY) 

sera  la  forme  réduite  qui  servira  à  représenter  toute  la  classe  équivalente  à  f. 

Cette  interprétation  de  la  méthode  d'Hermite  pourra  ici  paraître  un  peu  arti- 
ficielle; nous  la  donnons  cependant  parce  qu'elle  prépare  d'une  façon  très 
simple  la  méthode  de  réduction  que  nous  donnerons  plus  loin  pour  certaines 
formes  binaires  de  degré  supérieur  à  indéterminées  conjuguées.  De  plus  nous 
allons  voir  que  cette  façon  d'envisager  les  choses  jette  un  jour  nouveau  sur  les 
résultats  simples  que  nous  avons  trouvés  pour  la  réduction  des  formes  binaires 
cubiques  et  biquadratiqucs.  Nous  nous  limiterons  ici,  pour  ne  pas  allonger  et 
compliquer  l'exposition,  au  cas  des  formes  biquadratiqucs. 

Trois  cas  sont  possibles  : 

i*"  Les  deux  formes  y,  f^  en  lesquelles /peut  être  décomposée  sont  définies, 
/a  ses  racines  imaginaires 

/=  «0/1/2; 

2°/ a  deux  racines  réelles,  alors/,  est  indéfinie  et/  définie; 
3 '/a  quatre  racines  réelles,  /  et/o  sont  indéfinies. 

Premier  CAS.  —  f  n'a  pas  de  racines  réelles.  —  Nous  poserons 

/=  ^'- 2/>/^/ +  ^/ j'=  (^  —  (3/7)  (^  —  (S;-/), 

Alors  /,  et  f^  sont  définies. 
On  considère 

Lorsque  X,  et  X^  varient,  le  point  représentatif  de  ip  décrit  le  segment  non 
euclidien  qui  joint  les  points  représentatifs  t^  de/,  à  '(^  de /a  ÇC^  coïncide  avec 
la  racine  (i,,  t^  avec  p^). 
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Le  déterminant  o  de  ©  est  facile  à  calculer,  car 


11 


Et  il  faut  envisager  YTTT  ou,  ce  qui  revient  au  même,  r^rr^et  en  chercher  le 

A, Aj  *  A j  A^ 

minimum 

pyâ  =  )T oi  -^  f^  ^2  +  7i  +  q-i—  2/^1  Pi 

dont  le  minimum  est  atteint  en  même  temps  que  celui  de 

puisque  q^  +  q.^  —  ipiP^  (^sl  constant. 

Le  minimum  de  celte  expression,  somme  de  deux  termes  à  produit  constant, 
est  atteint  pour 

c'est-à-dire 

\/à,       s/à, 
La  correspondante  de /est  donc 

Fie.  33. 


M(Ç) 


/,P/      1      /  N 


'C, 


1      ^ 


Si  l'on  remarque  que  v/§,  représente  l'ordonnée  y],  de  'Ci  et  y^^a  l'ordonnée  r^. 

de  'Co,  on  a 

Â7  _  l'i 

■n-î  ~~  rii 
Gomme  d'ailleurs  l  représentatif  de  9  se  projette  en  P  sur  l'axe  réel  tel  que 


PC,  _      Ij 


Vu 
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on  conclut  que  P  est  l'intersection  des  diagonales  du  quadrilatère  p,  fl',  Pa^!,  ; 
donc  M  ('()  est  le  milieu  non  euclidien  de  'Ci  ^2 •  C'est  le  résultat  trouvé  dans  les 
Chapitres  précédents  et  le  calcul  fait  est,  au  fond,  le  même  que  celui  qui  a  été 
fait  dans  les  Chapitres  précédents. 

Deuxième  cas.  —  La  forme  a  ses  quatî^e  racines  réelles.  —  f  z=:zf^f^^  f^  et/j 
étant  deux  formes  indéfinies.  Cette  décomposition  de  f  en  /i/a  peut  être  faite 
de  trois  manières,  selon  qu'on  prend 

ou 

/i  =  (^  — «i7)(^  — «sy) 
ou 

et  pour /a  les  racines  restantes. 

Dans  le  premier  et  le  troisième  cas  (si  l'on  suppose  a,  >  ao^a^^a^),  les 
circonférences  respectives  de/,  et/o  ne  se  coupent  pas;  dans  le  deuxième  cas, 
elles  se  coupent. 

Il  faut  considérer  ici 

9,  ayant  pour  déterminant  fixe  o^  le  discriminant  de  /, ,  et  son  point  repré- 
sentatif décrivant  la  circonférence  représentative  de/,  ; 

(pa  ayant  pour  déterminant  fixe  Oo  le  discriminant  de/2,  ^t  son  point  repré- 
sentatif décrivant  la  circonférence  représentative  de /a. 

Enfin  il  faut  étudier  le  lieu  du  point  représentatif  de  cp  (ce  qui  donne  de  suite 

le  quadrilatère  non  euclidien  (x.^cf..^  aga,),  et  le  minimum  de  ytttOU  de  ^r^- 

A ,  Al!  A T  A." 

Mais  si  l'on  pose 

(p,=  «1^72 —  261.37/  +  c,  j2,  (5,  r=  «jC, —  ^"7  =  const., 

©2=  a^x- —  ib.j,xy  +  0,/%  Ô2=  «2^2 —  bl  =  const., 

on  aura 

—  A^'(ajCi—  b])  +  X7À^(aiC2+  a^c^  — ib^b^)  ~\-  7.\{a^c.i—  bl). 

0  Aj  .         AT,  ^ 

.va-;.,  =  Y^Oi  H-  Y^02+  «102+  «2^1 —  2bi 
A  f  At,         A"  At 

Dans  jjY^  l'es  paramètres  sont  XJ,  Xi  et  ceux  qui  entrent  dans  cp,  et  90  et  qui  ne 
figurent  ici  que  d  \ns  l'expression  «,Co-f-a2^i  —  ^b,b^.  Le  minimum  de  ^^^ 

Aj  Aa 

s'obtient  donc  : 


Donc 
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1°  En  rendant  ^^  §,  H-  r4  O2  minimum,  ce  qui  donne  -^  =  -=  comme  au  cal- 

cul  précédent,  et  cela  montre  d'abord  que  le  point  représentatif  de  la  corres- 
pondante de /sera  milieu  non  euclidien  des  points  représentatifs  C,  C2  <i6s  deux 
formes  o,,  9^  lorsque  les  paramètres  de  ces  formes  recevront  les  valeurs  qui  ren- 

dent  cy^  minimum.  (C'est  un  résultat  que  nous  avons  déjà  trouvé  dans  les 
Chapitres  précédents.) 

2°  En  donnant  au  paramètre  de  ^,  et  à  celui  de  9^  les  valeurs  qui  rendent 

d=z  aiC2-h  «2^1  —  2  6j  ^2  minimum. 

Il  faut  donc  étudier  cette  expression  et  voir  pour  quelle  position  des  points 
représentatifs  de  ç,  et  (p^  sur  leurs  lieux  respectifs  elle  est  minimum. 

Si  l'on  passe  pour  un  instant  à  la  représentation  projective  des  formes,  on 
voit  que  o),  est  représentée  par  le  point  M,  de  coordonnées  a,,  ^o  ^i  ?  92  P^r  le 
point  Ma  de  coordonnées  a,»  ^2?  ^2- 

Et,  par  exemple,  M<  décrit  le  segment  a,  aj  joignant  les  points  a,,  aa  de  la 
conique  fondamentale;  M^  décrit  le  segment  a,  a^  joignant  les  points  ce.^,  a,  de 
la  conique  fondamentale. 

Un  point  de  la  droite  M,  Ma  a  des  coordonnées  homogènes 

c,  +  >^  C2  ; 
il  vient  sur  la  conique  lorsque  X  a  l'une  des  deux  valeurs  X,  Xa  racines  de 


ou 

1^02+  ^[rtiCjH-ajCi—  261^2]  -+-  o,=  o. 

Cette  équation  a  deux  racines  réelles  et  distinctes  puisque  M,  et  Ma  sont 
intérieurs  ;  donc  d^  —  4^i  O2  !>  o» 
Le  rapport  anharmonique  des  points  M,,  Mj  et  des  points  où  leur  droite 

coupe  la  conique  est  j- 
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On  voit  donc  que   la  dislance  non  euclidienne  de  M,  Ma,   qui  n'est  autre 


que 


logé 


>  aura  son  minimum,  o,  et  o»  étant  constants  (M,  et  Mo  décrivant 


leurs  lieux)  lorsque  d  -+-  \Jd^  —  f\o^  §2  sera  minimum,  et  réciproquement.  Or  il 
suffit  d'écrire 


Oitt-i  «1^2  a-^         ar,        \ai        a^ 

pour  voir  (a^  et  a.^  pouvant  être  supposés  positifs)  que 

d>o; 

d'ailleurs  on  sait  que  d^  —  l^o^B.2^  o. 
Donc 


d  >»  2y/(5i(52. 


Or  dans  ces  conditions^  lorsque  d^  2sJo,o.2^  on  voit  que  <i  + v^<;/'' —  ^10,0^  est 
une  fonction  croissante  de  d\  son  minimum  a  donc  lieu  en  même  temps  que 
celui  de  d  et  réciproquement. 

Conclusion.  —  û?=:a,C2-i-  «o^i  —  1h^b.,  sera  minimum  dans  les  Jiypothèses 
envisagées^  lorsque  la  distance  non  euclidienne  des  deux  points  M,  Mo  qui 
représentent  ç,,  ©o  sera  minimum. 

M,  et  Mo  décrivant  deux  droites  non  euclidiennes  D,,  D2,  deux  cas  sont 
possibles  : 

i*'  Les  droites  sont  sécantes,  le  minimum  sera  atteint  lorsque  M,,  Mo  sont 
tous  deux  au  point  d'intersection  des  deux  droites; 

1^  Les  droites  sont  non  sécantes,  alors  on  démontre  bien  aisément  que  la 
distance  est  minimum  lorsque  M,  et  M2  sont  aux  pieds  de  la  perpendiculaire 
commune  non  euclidienne  aux  deux  droites  D,  6?/  D2. 

D'ailleurs  le  i^'nous  suffit.  Adoptons  la  deuxième  des  trois  décompositions 
de /possibles 

Alors  D,  sera  la  droite  a,a3,  et  D2  la  droite  aya,,  qui  se  coupent  en  un  point 
intérieur  à  la  conique. 

Revenons  à  la  première  représentation  des  formes,  on  voit  que  le  minimum 
à  réaliser  sera  atteint  lorsque  les  points  représentatifs  de  o^  et  de  ^o  ainsi  que 
celui  de  ç  correspondante  de  f  seront  confondus  au  point  de  concours  M  des 
diagonales  non  euclidiennes  du  quadrilatère  non  euclidien  a,  aL.,CL^OL,,. 

Ces  résultats  suffisent  pour  déterminer  complètement  la  correspondante  àef. 
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En  effet  (p,  est  déterminée  par  la  connaissance  de  son  point  représentatif  M  et 
de  son  déterminant  o,  =  (a,  —  a,)-,  opj  est  de  même  déterminée. 
On  a  ensuite 

Donc  la  correspondante  de/ est  parfaitement  déterminée. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait  adopté  la  première  ou  la  troisième  des  trois 
décompositions,  par  exemple  la  première,  on  aurait  trouvé,  en  appliquant  la 
deuxième  des  conclusions  trouvées  ci-dessus,  que  M,  représentatif  de  o,  et  Mo 
de  a>o  auraient  dû  être  pour  le  minimum  situés  aux  points  M,2  et  M;,,  où  le  demi- 
cercle  orthogonal  à  O^  (droite  non  euclidienne)  et  aux  deux  demi-cercles  de 
diamètre  a,  ao,  a.,  a,  coupe  ces  deux  derniers  cercles.  M,  représentant  la  corres- 
pondante, aurait  d'ailleurs  été  le  milieu  non  euclidien  de  M,oM3,. 

C'est  là  le  résultat  trouvé  dans  les  Chapitres  précédents. 

Fig.  35. 


L'avantage  de  cette  nouvelle  méthode  est  de  jeter  un  jour  nouveau  sur  les 
propriétés  du  point  représentatif  de  la  correspondante,  en  liant  très  simplement 
le  minimum  de  la  fonction  0  à  étudier  au  minimum  de  la  distance  de  deux 
points  en  géométrie  non  euclidienne. 

Troisucme  cas.  —  f  a  deux  racines  réelles.  —  Alors/ =  a^f^f.  avec 


On  considère 


/.  =  (^  — a,/)(if  — ^2/), 
cp  —  X^cp,-h  XI/2; 


©,,  de  déterminant  0,  =  (a,  -  a,)"^  fixe,  a  son  point  représentatif  sur  le  demi- 
cercle  de  diamètre  a,a2. 

J.  " 
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hnsuite  on  considère  pj^  ou  tyjï' 


MM      M        M 
car  le  calcul  du  deuxième  cas  est  encore  valable  en  posant 


<pi  =  aj  ^^  —  2  bi  xy  +  Cl  y"^ 


(«iCi — h\r=i^y  fixe), 
(ici  «21  ^2'  <^2  sont  fixes). 


Le  minimum  s'obtiendra  lorsque  les  deux  conditions  suivantes  seront  réalisées 
à  la  fois  : 

1°  Pour— ^  =  — L  et  les  conclusions  du  deuxième  cas  sont  vraies  :  si  M,2 

représente  (p,  pour  la  valeur  du  paramètre  de  ç,  qui  correspond  au  minimum 
cherché,  M,  j^eprésentaiil  la  correspondante  de  f,  sera  milieu  non  euclidien 
des  deux  points  M.^^  et^. 

2^  Pour  le  minimum  de  a,  c^  H-  «o  c,  —  2  b^  b^  ;  en  raisonnant  comme  pour  le 
deuxième  cas,  on  remarquera  que  le  minimum  s'obtient  en  même  temps  que 
celui  de  la  distance  non  euclidienne  du  point  fixe  fl  au  point  M,o  représentatif 

Fig.  36. 


de  o,  sur  la  droite  non  euclidienne  a^aL.,.  Et  il  est  très  facile  de  voir  que  cette 
dernière  distance  est  minimum  lorsque  M, 2  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  la  droite  a,  ao  en  géométrie  non  euclidienne^  c'est-à-dire 
lorsque  le  cercle  orthogonal  à  O?  passant  par  [3  <?/  M,3  est  orthogonal  au 
cercle  de  diamètre  0L^0L^. 
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Nous  retrouvons  donc  très  rapidement  tous  les  résultats  trouvés  aux  Cha- 
pitres précédents  et  nous  en  saisissons  mieux  la  raison  à  l'aide  de  l'introduction 
des  distances  non  euclidiennes  qu'il  s'agit  de  rendre  minima. 

Remarque.  —  Rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  trouver  aussi  les  propriétés  de 
la  correspondante  d'une  forme  cubique  à  l'aide  de  la  méthode  précédente, 
convenablement  modifiée,  nous  n'insisterons  pas  pour  ne  pas  trop  allonger 
l'exposition  des  résultats  qui  concernent  les  formes  binaires  à  coefficients  et 
indéterminées  réelles. 


DEUXIEME  PARTIE. 

LES  FORMES   BINAIRES    A    COEIFICIENTS    ET  INDÉTERMINÉES   COMPLEXES. 


CHAPITRE  I. 


PRÉLIMINAIRES. 

Hermite  est  lé  premier  qui  ait  considéré  les  formes  quadratiques  binaires  à 
indéterminées  conjuguées  du  type 

/(,r,  y)  =  axx^  — bxy^^—  ^o^of  +  ^//o         (voir  Œuvres^  l,  I,  p.  234  et  sulv.), 

a  et  c  sont  des  constantes  réelles,  bel  b^  des  constantes  imaginaires  conjuguées; 
ces  constantes  ne  sont  nullement  supposées  entières,  a;  etjyreçoivent  des  valeurs 
entières  complexes  (du  type  ce  -h  '^i,  ol  et  ^  étant  deux  entiers  réels),  x^^  et  y^ 
reçoivent  les  valeurs  complexes  conjuguées. 

L'invariant  o  =  ac  —  bb^  réel  joue  un  rôle  important  : 

Si  ac  —  bb^^'^o,  la  forme  est  dite  définie;  comme  on  peut  supposer  a  et  c 
positifs,  elle  ne  prend  que  des  valeurs  positives,  pour  toutes  valeurs  de  x  et 
de  7. 

Si  ac  —  bb^,<^  o,  la  forme  est  dite  indéfinie;  on  peut  par  des  valeurs  conve- 
nables de  07  et  de  y  lui  faire  acquérir  tel  signe  qu'on  voudra. 

Si  ac  —  bbo  =  o,  la  forme  se  décompose  en  un  produit  de  deux  formes 
linéaires  conjuguées  du  type 

{la;-b  ixy){lo^o-h[J-oyo) 

et  de  telles  formes  n'ayant  pas  le  caractère  proprement  quadratique  seront 
passées  sous  silence  dans  la  suite. 

Représentation  géométrique.  —  Si  l'on  égale  à  zéro  la  forme  quadratique 
définie 

/(:r,  y)  =  axxo—  ^-^/o—  ^o-^o/  +  cyyo=o, 

en  envisageant  l'équation 

azZg —  bz  —  A,) ^0  4-  c  rr  o, 
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qui  s'obtient  en  considérant  -^     '  "     et  posant 


X 

y 


Xq 


on  peut  encore  l'écrire,  puisque  nécessairement  a  ^o 

b 


ou  bien 


3b  U 


o. 


Le  lieu  des  points^  du  plan  de  la  variable  complexe  définis  par  cette  équation 
est  une  circonférence  imaginaire  dont  le  centre  réel  w  a  pour  affixe  —  et  dont 


le  rayon  est 


fv/a 


Si  alors  on  élève  au-dessus  du  plan  de  la  variable  complexe  par  le  point  — 

une  perpendiculaire  sur  laquelle  on  porte  un  segment  wC  égal  à  -^»  le  point  'C 
obtenu  est  centre  d'une  sphère  de  rayon  nul  dont  l'intersection  avec  le  plan  ^Oy] 
est  le  cercle  précédent. 

Fig.  37. 


On  convient  de  représeiUer  par  ce  point  '(  la  forme  définie  proposée. 
Ainsi  à  tout  point  'C  du  demi-espace  (t  >  o)  situé  au-dessus  du  plan  HOy]  de  la 
variable  complexe  correspond  une  forme  quadratique  définie  à  indéterminées 
conjuguées,  et  inversement. 

Ce  point  '(  est  défini  : 

1°  Par  sa  projection  sur  le  plan  O^y]  dont  V affixe  est  —; 


2°  Par  sa  cote 


K/'à 


On  peut  remarquer  que  le  segment  O^  est  égal  à  i /-  comme  le  montre 
un  calcul  immédiat  et  remplacer  la  propriété  2°  par  la  propriété  : 

3°  La  distance  O  '(  est  égale  à  i /-  • 
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i**  et  3**  définissent  le  point  connaissant  la  forme  et  définissent,  à  un  facteur 
près,  la  forme  connaissant  le  point  (si  de  plus  on  connaît  la  valeur  du  déter- 
minant, le  facteur  lui-même  se  trouve  déterminé). 

Si  la  forme  f{x,  y)  =  axx^  —  bxy^  —  h^x^y  -+-  cyy^  est  indéfinie,  Téqua- 
tion 

azzQ  —  b  z  —  6o^o  +  c  =  o 


définit  un  cercle  réel  de  centre  -^  de  rayon  y  —  si   a  ^  o,    car   l'équation 


s  écrit  encore 


b. 


a 


Si  a  =  o  l'équation  bz  -+-  b^z^^  —  c  =  o  représente  une  droite  dont  l'équation 
cartésienne  serait 

(6+  bç,)l-\-i{b  —  ho)-n  —  cz=o, 

en  posant  ^  =  Ç  -f-  îy]. 

On  peut  encore  la  considérer  comme  un  cercle  de  rayon  infini  pour  faire 
rentrer  ce  cas  dans  le  précédent. 

Fig.  38. 


a  >  o 


On  convient  alors  de  représenter  la  forme  indéfinie  par  la  demi-sphère 
située  au-dessus  du  plan  OEt]  (t  >>  o),  qui  a  pour  grand  cercle  le  cercle  précé- 
dent. Si  a  =  0  la  demi-sphère  devient  un  demi-plan  orthogonal  au  plan  O^y). 

A  toute  forme  indéfinie  correspond  ainsi  une  demi-sphère  dont  le  centre  est  — 
dont  le  rayon  est  ^^^ >  par  rapport  à  laquelle  l'origine  a  une  puissance  égale 

cl)  C 

à--  Le  centre—  et  la  puissance  de  rori2:ine  -définissent  complètement  cette 

demi-sphère.  Inversement  à  toute  demi-sphère  du  type  précédent  correspond, 
à  un  facteur  près,  une  forme  indéfinie  que  les  deux  propriétés  précédentes  défi- 
nissent complètement  (la  connaissance  de  o  fixe  d'ailleurs  ce  facteur). 
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Dans  certaines  recherches  on  a  besoin  de  distinguer  une  forme  indéfinie 
de  la  forme 

—  «^^0+  ^^fo+  baXay  —  cyy^. 

On  le  fait  en  fixant  un  sens  de  parcours  sur  la  circonférence  que  définit  la  forme 
dans  le  plan  des  O^y).  Voici  comment  :  si  z  est  intérieur  à  cette  circonférence, 

l'expression 

uzzq — hz  —  boZo-\-  c 

a  un  signe  déterminé,  et  le  signe  opposé  si  z  est  hors  de  la  circonférence;  la 
circonférence  divise  donc  le  plan  en  une  région  positive  (où  ce  signe  est  +)  et 
une  région  négative;  on  fixera  alors  sur  la  circonférence  par  une  flèche  un  sens 
de  parcours  tel  que  la  région  positwe  soit  à  gauche  de  V observateur  debout 
sw  le  plan  et  regardant  dans  le  sens  de  la  flèche.  Dans  ces  conditions,  à  deux 
formes  opposées  correspondent  deux  flèches  opposées  sur  la  même  circon- 
férence. 

C'est  en  interprétant  la  méthode  de  réduction  des  formes  indéfinies  donnée 
par  M.  Picard  en  1884  {Annales  de  l'Ecole  Normale)  que  M.  Blanchi  a  été 
conduit  à  la  représentation  géométrique  précédente  des  formes  indéfinies. 

Equivalence.  —  Deux  formes 

f{^^y)  —  aa;xQ—bxyQ—b^x^,y  +  cyya 
et 

F(X,  Y)=AXXo-  BXYo-BoXoY  +  CYYo 

sont  dites  proprement  équivalentes  si  ¥(^x^y)  s'obtient  en  remplaçant  dans 

f{x,  y),  x^  y,  a^o,  jKo  P^i"  l^s  expressions 

(  a7  =  aX  +  (3Y,  .ro=aoXoH- PoYo, 

\  y  —  y^'r  0  Y,  y,  —  y,  Xo  +  (5o  Yo, 

a,  |3,  y,  S  étant  quatre  entiers  complexes  tels  que  ao  —  [^y  =  i  ;  a^,  p„,  yoi  K 
sont  les  entiers  conjugués  ;  nous  écrivons  pour  abréger 

F(X,  Y):=/(aX  +  [3Y,  yX  +  oY). 

(S)  est  dite  une  substitution  modulaire  complexe.  Elle  fait  correspondre  à  tout 

couple  d'entiers  X,  Y  un  couple  d'entiers  x,  y  et  réciproquement.  Un  calcul 

aisé  montre  que 

AC  —  BB^rz:  ac —  bb^^ 

d'où  le  nom  à' invariant  donné  à  la  quantité  §  =  ac  —  bbç^.  Si  /  est  définie,  F  le 
sera  aussi;  si /est  indéfinie,  F  le  sera  aussi. 
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Si  ron  pose  z  =  —,  Z  =  y^  la  substitution  (S)  relie  z  k  A  par  la  relation 

(T)  ^=^^. 

c'est  une  transformation  (T)  qui  échange  entre  eux  les  points  du  plan  HOy].  Elle 
transforme,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  le  cercle  représentatif  d'une  forme 
indéfinie/,  dans  le  cercle  représentatif  de  la  forme  équivalente  F,  avec  conser- 
vation des  sens. 

Il  est  aisé  d'étendre  cette  transformation  (T)  à  tout  le  demi-espace  situé 
au-dessus  du  plan  0^y](t  |>  o)  en  convenant  qu'elle  fera  correspondre  point 
par  point  ce  demi-espace  à  lui-même  de  façon  qu^à  toute  demi-sphère  ortho- 
gonale au  plan  O^yj  corresponde  une  demi-sphère  orthogonale  à  ce  plan.  Dès 
lors  les  demi-sphères  représentatives  de  /  et  F  se  correspondront  par  T  avec 
conservation  des  sens. 

De  plus  considérons  les  points  représentatifs  "(et  Z  de  deux  formes  définies  / 
et  F  équivalentes,  ils  seront  transformés  l'un  dans  l'autre  par  la  transformation  T. 
On  s'en  rendra  compte  immédiatement  à  l'aide  des  deux  remarques  suivantes  : 

1°  Le  cercle  imaginaire  du  plan  0\f\  dont  l'équation  est 

/(i,  i)  =  azZ(i —  bz  —  Z^oSo-H  c—  o 

se  transforme  dans  le  cercle  imaginaire 

F(Z,  l)=r:AZZo—  BZ  — BoZo-+-C=:o 
par  T. 

2"  Toute  demi-sphère  orthogonale  au  plan  0\r\  passant  par  '(  coupe  le 
plan  O^Y]  suivant  un  cercle  orthogonal  au  cercle 

a  ^Sq  —  bz  —  6o2o-Hc=ro; 

la  transformation  z  =  ^ — ?  étant  conforme,  ce  cercle  y  par  la  transformation 

c/j  -h  à  '  '  ^ 

devient  un  cercle  F  orthogonal  au  cercle 

AZZo- BZ  — B0Z0+ G  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  demi-sphère  a  devient  une  demi-sphère  2  passant  par  Z. 

La  transformation  (T)  transforme  donc  l'être  géométrique  (point  ou  sphère) 
qui  représente  une  forme  /,  en  l'être  géométrique  de  même  nature  qui  repré- 
sente la  forme  équivalente  F. 


Pour  abréger  nous  écrirons 


z==rr, 


ou 


J.  »2 


QO  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

T  étant  la  transformation  du  demi-espace  définie  à  partir  de 

^~yZ-Hâ 
qui  est  associée  à  la  substitution 

,  ~  ^a:  =  «X  +  {3Y, 

^^^  Irr^yX  +  ÔY. 

Réduction  des  formes  définies.  —  Reprenons  la  forme  définie 
(i)  f{x,  y)=axXo— bxyQ — h^œ^y  -\- cyva         {ac—  bbo>o). 

On  sait  depuis  Hermite  qu'il  existe  une  substitution  modulaire  S  telle  que 

(2)  F(X,  Y)=/S  =  AXXo— BXYo— BoXoY  +  CYYo 

ait  des  coefficients  vérifiant  les  inégalités 

A  A 

1      partie  réelle  de      B„5— , 

2  ~       ^  2 

ieBol-, 


(3) 

1 

o     ^partie  imagina 

A<G. 

Sir 

on 

pose 

B.= 

=  m  -+-  ni, 

,  cela  veut  dire 

1-1  =  7' 

<    <^ 

o5  /i5  — , 

~       "2 

A  <  G. 

F  est  dite  une  réduite  équivalente  à  f. 

Toutes  les  fois  que  les  inégalités  (3)  sont  de  vraies  inégalités,  il  n'y  a  qu'une 
seule  réduite,  si  certaines  des  inégalités  (3)  deviennent  des  égalités  il  y  a  deux 
réduites  et  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  changeant  B  en  — B„;  ce  qu'on 
exprime  brièvement  en  disant  que  les  deux  réduites  ne  diffèrent  que  par  le  signe 
du  coefficient  moyen. 

Considérons  le  point  représentatif  Z  d'une  réduite,  il  est  défini  par  sa  pro- 
jection co  sur  le  plan  ï,r\  dont  l'affixe  est 

Bq  ni  ~\-  ni 

et  par  sa  distance  à  l'origine 
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Envisageons  le  pentaèdre  ITo  limité  par  : 
1°  Les  deux  plans  ^  =  —  -, '^=:  -^  L- 

2°  Les  deux  plans  y]  =  o,  y]  =  -; 
3"  La  sphère  ^- -h  y]^ -\- z^  =  i , 

autrement  dit  l'ensemble  des  points  tels  que 
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2  ~  ^  -  2 


o-n--i 

~  1 


il  est  clair  que  le  point  Z  sera  à  l'intérieur  ou  sur  la  surface  du  pentaèdre  W^. 

Fig.  39. 


IIo  s'appelle  le  domaine  de  rédaction.  Toute  forme  définie  dont  le  point 
représentatif  est  à  l'intérieur  ou  sur  la  surface  de  IIo  est  dite  réduite. 
On  démontre  dans  la  théorie  de  la  réduction  que  : 

i''  Deux  réduites  dont  Vune  au  moins  a  son  point  représentatif  intérieur 
à  n^  ne  sont  équivalentes  entre  elles  que  si  elles  sont  identiques; 

2'^  De  toutes  les  formes  équivalentes  à  une  forme  donnée  définie  (formes 
d'une  même  classe)  il  y  en  a  en  général  une  seule  dont  le  point  représentatif 
appartienne  à  Hq  :  c'est  ce  qui  arrive  si  ce  point  représentatif  tombe  à  l'inté- 
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rieur  de  n^;  il  y  en  a  deux  dans  certains  cas  exceptionnels,  et  ils  sont  alors 
situés  sur  la  surface  de  IIo  et  symétriques  par  rapport  au  plan  Oyjt. 

C'est  à  M.  Picard  que  l'on  doit  l'interprétation  géométrique  précédente  de 

la  réduction  des  formes  positives  et  l'introduction  du  domaine  U^  de  réduction 

(voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XII,  1884  :  Sui^  un 

groupe  de  transformations  des  points  de  l'espace  situés  du  même  côté  d'un 

'plan). 

Le  groupe  de  Picard.  —  C'est  le  groupe  des  substitutions  modulaires  com- 
plexes 


(S) 


ou 


(  ^  =  aX4-(3Y,      j7o=  ^0^0+ Po^o       /a,  (3,  y,  â  entiers  complexes,  aô — 3y  =  i 
l/myX+oY,     j'o=  yo^oH-  O0Y9      V  ao,  (3o,  yo,  Oq  entiers  conjdgués 

^_  aZ  +  (3, 
^~  yZ-h  0' 

deux  points  du  demi-espace  '(  et  Z  qui  se  correspondent  par  une  transforma- 
tion (T)  associée  à  une  substitution  S 

^_  aZ  +  (3 
"  "~  y  Z  +  ô 

sont  dit  congruents  ou  équivalents  dans  le  groupe  de  Picard. 

On  démontre  aisément  que  Hq  est  un  domaine  fondamental  pour  le  groupe 
de  Picard,  c'est-à-dire  que  : 

1°  Si  l'on  forme  tous  les  congruents  d'un  point  C  p^ir  les  transformations  T 
du  groupe  de  Picard,  il  en  tombe  toujours  un  à  l'intérieur  de  IIo  ^^  ^^^  ^^ 
surface; 

2°  Deux  points  dont  l'un  est  intérieur  à  n^  et  l'autre  intérieur  à  îl^  ou  sur 
sa  surface  ne  peuvent  être  congruents  que  s'ils  sont  confondus; 

3"  Dans  Hq  ou  sur  sa  surface  ne  peuvent  tomber  plus  de  deux  congruents 
d'un  point  '(;  il  n'en  tombe  qu'un  en  général,  et  il  est  intérieur  à  W^.  S'il  en 
tombe  deux,  ils  sont  nécessairement  tous  deux  sur  la  surface  de  n^  et  symé- 
triques par  rapport  au  plan  Oyjt. 

On  démontre  aussi  que  les  substitutions  fondamentales  du  groupe  de  Picard 
sont  : 

z^=:  L  —  I ,  z  r=i ;  qui  vient  de 


y^-iY, 


Z 


Z-/. 
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La  dwLsi'on  de  Picard  dans  le  demi-espace.  —  Lorsque  le  point  Z  décrit  le 
pentaèdrelTo,  son  congruent  "C  par  une  transformation  (T)du  groupe  de  Picard 
correspondant  à  la  substitution  (S)  (^s  —  ^î^^t_|\  décrit  un  penlaèdre  II  dont 
les  faces  sont  des  portions  des  sphères  orthogonales  au  plan  O^y]  (les  plans 
normaux  à  O^/j  sont  à  comprendre  parmi  ces  sphères).  Si  la  transformation  (T) 
change,  Il  change,  et  par  toutes  les  transformations  (T)  du  groupe  de  Picard, 
IIo  se  change  en  une  infinité  de  pentaèdres  qui,  suivant  le  processus  indiqué  par 
Poincaré  dans  son  Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens,  occupent  tout  le  demi- 
espace  z  >>  o. 

L'opération  de  la  réduction  d'une  forme  définie /se  présente  donc  ainsi  : 

Le  point  représentatif  '(  de  la  forme  /  tombant  dans  un  des  pentaèdres  II  de 
la  division  de  Picard,  si  S  est  la  substitution 

j  =  yX  +  ÔY, 

telle  que  la  transformation  (T)  qui  lui  est  associée  à  l'aide  àQ  z  =  '^  ^'^\  trans- 

forme  le  pentaèdre  II  dans  le  pentaèdre  ITJIIo^IIT],  la  réduite  équivalente 
à  /  sera  F  =  /.  S. 

Représentation  projectile.  —  Faisons  une  projection  stéréographique  du 
plan  O^Y]  sur  la  sphère  (Z), 

à  partir  du  point  ^  —  o,  y]  =  o,  t  =  i  pour  point.de  vue. 
(^4'est  un  résultat  bien  connu  d'ailleurs  que,  parles  formules 

^=^73rz'       ^  =  7zrz'       ^ +''"'+ "^  =  rirz       ('>o)' 
un  point  X,  Y,  Z  intérieur  à  la  sphère 

X^+yî+Z^rzri, 

devient  un  point  ^,  yj,  t  du  demi-espace  t  ^  o  situé  au-dessus  du  plan'  0;y],  et 
qu'un  point  de  celte  sphère  correspond  par  projection  stéréographique  à  un 
point  ^7]  de  ce  plan,  du  point  (o,  o,  i)  comme  point  de  vue. 

Si  le  point  X,  Y,  Z  décrit  un  plan,  ^,  y],  t  décrit  une  demi-sphère  orthogonale 
à  T  =  o  et  réciproquement  (').  Si  X,  Y,  Z  décrit  une  droite,  ^,  •/],  t  décrit  une 
demi-circonférence  (^) orthogonale  à  t  =0.  Enfin  la  transformation  précédente 

(')  Qui  peut  être  un  plan  orthogonal  au  plan  OÇ/j. 

(2)  Qui  peut  être  une  demi-droite  perpendiculaire  au  plan  O^r,. 
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change  les  angles  définis  en  géométrie  non  euclidienne  par  rapport  à  S  comme 
quadrique  fondamentale  en  les  angles  vrais  du  demi-espace  t  ^  o.  Ce  sont  là 
des  résultats  connus  qu'il  suffit  de  rappeler. 

Ceci  posé,  considérons  une  forme  d'Hermite  définie 

L'équation 

y(s,  i)r=a  zZq — bz  —  bt^Zf)-\-  c  =  o 

définit  dans  le  plan  O^y]  un  cercle  y  imaginaire  à  centre  réel,  à  rayon  pure- 
ment imaginaire.  Par  la  projection  stéréographique,  ce  cercle  devient  sur  S  un 
cercle  imaginaire  F  intersection  de  S  avec  un  plan  réel  qui  ne  coupe  pas  S. 
Que  devient  par  la  transformation  du  demi-espace  t  ^  o  en  l'intérieur  de  2  le 
point  'C  représentatif  de/?  Il  suffit  de  remarquer  que  toute  sphère  passant  par  '( 
et  orthogonale  au  plan  O^y]  coupe  ce  plan  suivant  un  cercle  orthogonal  au 
cercle  y.  Donc,  dans  l'espace  de  la  sphère  H,  à  ^  correspondra  un  point  M  et  tous 
les  plans  passant  par  M  couperont  la  sphère  S  suivant  des  cercles  orthogonaux 
à  r.  UoU  il  suit  que  M  est  le  pôle  du  plan  réel  qui  contient  F. 

A  une  forme  définie  correspond  donc  un  point  intérieur  à  la  sphère  2,  et 
réciproquement  à  un  point  M  intérieur  à  1  correspondra  un  point  '(  du  demi- 
espace,  et  par  suite  une  forme  définie  (à  un  facteur  constant  près  que  détermine 
d'ailleurs  la  connaissance  du  déterminant  de  la  forme).  Les  formules  qui  relient 
les  coordonnées  de  M  à  la  forme  sont 

Y     ^Hb,)  ^      b,^ 

I  —  Z  a  a 


X  +  fY 

= 

K 

i-Z 

a 

i  +  Z 
I  — z 

=r 

c 
a 

X           Sl{b,) 

h. 

I  — Z  '         a 

a 

IH-  Z           C 

I  —  z        a 

en  posant 

b  ^z  bi-\-  ibo. 

En  adoptant  le  système  de  coordonnées  a;,,  Xo,  x^,  x,,  définies  par 

l/-  ^  iX-  2  •3-'  3  «37  i. 

7^=^  "^  X  -  i  Y  ~  X  +  /Y  ~  rrz' 

on  voit  que  la  sphère  S  aurait  pour  équation 

«X^  y  OC  K  1X^9  «X  3        ■-  O 

(l'intérieur  de  S  correspond  d'ailleurs  à  x^x,^  —  x.,x^'^;:>çi)  et  que  le  point  repré- 
sentatif de  la  forme  définie 

axx^ —  bxy^—  b^x^y  +  cj/o 

aurait  pour  coordonnées  a,  ^,  ^„,  c.  Sous  cette  forme  on' voit  bien  qu'à  une 
forrne  définie  ac  —  bb^p^o  correspond  un  point  intérieur  à  la  sphère  S. 
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Si  la  forme  est  indéfinie,  le  point  a,  If,  b„,  c  est  extérieur  à  la  sphère,  mais 
son  plan  polaire  coupe  la  sphère  2  et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
beaucoup,  on  voit  que  l'équation  de  ce  plan  polaire  étant 

cooi —  boX.2 —  60^3+  aa:^=o, 

le  cercle  de  section  de  ce  plan  avec  la  sphère  sera  déterminé  en  coordonnées 
cartésiennes  par 

,    X  —  i Y       ,  X  +  iY  I  4-  Z 

c  —  Oo ?i o ;rf — H  a —  o 

I  —  Z  I  —  Z  I  —  Z 

et  sera  la  projection  stéréographique  du  cercle 

a zzq  —  bz  —  bQZQ-{-  c  ^=z  o 

du  plan  O^Y),  qui  représente  dans  ce  plan  la  forme  indéfinie. 

Donc  à  une  forme  indéfinie  correspondra  un  plan  sécant  à  la  sphère  1  et 
réciproquement.  On  n'envisagera  d'ailleurs  que  les  points  de  ce  plan  intérieurs 
à  2.  Parla  transformation  de  l'intérieur  de  2  dans  le  demi-espace  t^o,  ce 
plan  devient  la  demi-sphère  orthogonale  au  plan  t  =  o  que  nous  avons  déjà 
appris  à  associer  à  la  forme  indéfinie  dans  le  premier  mode  de  représentation 
des  formes. 

Notons  en  passant  qu^aux  points  de  2,  comme  aux  points  du  plan  O^y],  cor- 
respondent des  formes  décomposables  du  type  ("^^  +  [t-y)  Ç^o^ii~^  [^0X0)1 
d'invariant  nul. 

Rappelons  enfin  que  les  distances  par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale  S 
deviennent,  parla  transformation  envisagée  plus  haut,  les  distances  en  géomé- 
trie non  euclidienne  du  demi-espaCe  ":  >  o,  dont  Poincaré  s^est  servi  dans  son 
Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens. 

Aux  substitutions  (S)  du  groupe  de  Picard  et  aux  transformations  T  du  demi- 
espace  T^o  qu'on  leur  a  fait  correspondre,  correspondent  les  collinéations 
d'un  groupe  qui  transforme  l'intérieur  de  S  en  lui-même,  et  conserve  1  ('  ).  Le 
domaine  fondamental  de  ce  groupe  de  collinéations  est  un  pentaèdre  ayant  un 
sommet  sur  la  sphère  S  et  quatre  sommets  intérieurs  :  ce  pentaèdre  est  d'ailleurs 
le  transformé  de  IIo  par  la  transformation  qui  fait  passer  du  demi-espace  t  ^  o 
à  l'intérieur  de  la  sphère  S.  Dans  ce  qui  suivra  il  nous  arrivera,  ce  qui  ne  peut 
présenter  d'ambiguïté,  d'appeler  indifféremment  groupe  de  Picard  le  groupe 
des  substitutions  modulaires  complexes  (S),  le  groupe  des  transformations  T  du 
demi-espace  't  >  o  en  lui-même  qu'on  a  appris  à  associer  aux  S,  le  groupe  des 
collinéations  conservant  l'intérieur  de  S  qui  correspond  à  ce  groupe  de  trans- 
formations T  par  la  transformation  du  demi-espace  t;>o  en  l'intérieur  de  2. 

(1)  C'est  un  groupe  de  mouvements  non  euclidiens  dans  l'espace  «jiéfini  par  la  sphère  fonda- 
mentale 2. 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  FORMES  BINAIRES  A  COEFFICIENTS  ET  INDÉTERMINÉES  COMPLEXES. 

RÉDUCTION  CONTINUELLE. 


Nous  considérons  la  forme 

(i)  f{x,y)  —  a^x"  +  r/,^«-'y  +  •  •  •  +  rt„^i  J^j""'  4-  «„/'» 

«0,  a,,  ...,  «„  étant  des  nombres  complexes  arbitraires,  et  aussi  l'équation 

/(s,     l)   —  «0  ="+«!-""'  +  •  ••+«'«=  O 

dont  les  racines  sont  appelées  racines  ou  zéros  de  la  forme/. 

Il  pourra  arriver  que  la  forme  f  ait  p  racines  infinies,  ce  qui  arrivera  si  les 
coefficients  «0,  <2,,  ...,  a^,_,  sont  tous  nuls,  et  aj,^o.  Mais  en  passant,  au 
besoin,  de /à  une  forme  équivalente,  on  pourra  toujours  supposer  que  a^^  ^  o, 
ce  qui  n'est  d'ailleurs  nullement  indispensable  et  ne  servira  qu'à  alléger  l'expo- 
sition. 

On  peut  écrire,  dans  l'hypothèse  a„  ^^  o, 

f{ji^,y)  =  a^{-^  —  z,y){x  —  z.^y)...{x  —  z,,y) 

en  désignant  par  z^,  z^^  .  ..^  z,^\es  racines  de  y*,  et  si  «o?  ci^, ...,  a^,_,  sont  nuls 
avec  Œj,  ^  o, 

f{x,  y)  -^  ai,yp{x  —  z,,+^  y) .  .  .{x  —  Zny), 

Zj,^i,  ...,  3rt  étant  les  racines  finies  de  /. 

Concevons  maintenant  qu'avec  les  quantités  réelle?  l\,  t'i,  ...,  f^  on  construise 
la  forme  quadratique  définie  positive  à  indéterminées  conjuguées  suivante  : 

9{^^  y)  =  t\  dX.{a;  —  z^y)-htl  ■^x.^x  — z^y) -]- .  .  .+  t;,  ^L  {a;  —  z„y) 

OU  bien,  si  «„,  a,,  ...,  a^,  sont  nuls  et  a^^  o, 

?(-^5  j)  -  (^i  +•••+  ^^)  3(^7  +  ^7^+1  ^^{^  —  2p+i7)  +. .  .4-  fi  3l.{^T~-z„y) 

où  bien  entendu 

3IL{a:  —  Ziy)  =  norme  (x  —  z.-y)  =  {x  —  ziy)  {x' —  z'^  /), 

à  condition  de  désigner  par  deux  lettres,  telles  que  X  et  A',  deux  imaginaires 
conjuguées. 
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Iniap;inons  m:>in tenant  que  les  /  reçoivent  un  système  de  valeurs  déterminées 
et  pour  ce  système  de  valeurs  réduisons  la  forme  o.  Il  faut  pour  cela  faire  sur  a; 
cl  y  la  substitution 


[a^  =  aX-i-^Y      ,    ^       ^  r  .  .r'zrra'X'+S'Y'l 


On  fera  sur  /  la  même  substitution  que  sur  o,  on  obtient  la  forme  /S  équiva' 

lente  k  f, 

$(X,  Y)  =  »PS=ro(aX  +  [3Y,  yX  +  ÔY), 

F(X,  Y)  =  /S=:z/(aX  +  pY,  yX  +  ÔY). 

Concevons  alors  que  les  t  reçoivent  toutes  les  valeurs  possibles,  que  pour 
chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  on  réduise  la  forme  o  et  qu'on  fasse  dans  / 
la  même  substitution  que  celle  qui  réduit  ©.  On  obtiendra  ainsi  un  ensemble 
de  formes  équivalentes  à  f  que  nous  désignerons  par  ( /")  et  dont  nous  allons 
étudier  les  propriétés. 

Tout  revient  à  étudier  V ensemble  des  substilulions  (S)  qu'il  faut  faire  pour 
réduire  ç  lorsque  les  t  prennent  toutes  les  valeurs  possibles.  Ceci  est  facilité 
par  la  représentation  des  formes  quadratiques  définies  à  indéterminées  conju- 
guées et  l'interprétation  géométrique  de  ces  formes,  qui  ont  été  rappelées  dans 
les  préliminaires. 

Il  faut  tout  d'abord  chercher  quel  domaine  décrit  le  point  représentatif  de  9 
lorsque  les  /  varient.  Nous  ne  développerons  l'exposition  que  pour  ao^o, 
nous  montrerons  ensuite  brièvement  que  ce  que  nous  avons  dit  est  encore  vrai 
du  cas  où  «y  =  a,  =  ...  =  a^,_,  =  o  (a,,^  o). 

Développons 


on  peut  écrire 
en  posant 


o  =  p  j\v'  —  q^y'  —  */'  ^' y  -H  f^yy' , 

p  =  t'i  +...  +  /;-;, 

r  zzz  l-^  z f  :-\  -]r-  .  .  .  -h  t.-  z „  z II  z=:  l-^  ,}Z  z,  ~\- .  .  .  -h  t^  5Î, Zn, 

Prenons,  par  exemple,  la  représentation  projective. 
Soit  A,-  le  point  de  la  sphère  S  qui  représente  la  forme 

X  (.r  —  Ziy)  =  x'x'  —  z'ixy'  —  zix'y  +  -,  s'///  ; 

ses  coordonnées  homogènes  sont  1 ,  ^'. ,  Zj,  z-iz'-. 

Il  est  alors  manifeste  que  le  point  représentatif  de  9  peut  se  désigner  symbo- 
J.  i3 
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liquement  par 

ce  qui  veut  dire  que  chacune  de  ses  coordonnées  homogènes  s'obtient  en  rem- 
plaçant dans  l'expression  précédente  les  lettres  A,  par  la  coordonnée  homogène 
en  question  relative  au  point  A/ correspondant;  en  d'autres  termes,  la  première 
coordonnée  p,  par  exemple,  s'obtiendra  en  remplaçant  respectivement  A,, 
Ao,  ...,  A„  par  leurs  premières  coordonnées,  et  ainsi  des  deuxième,  troisième, 
quatrième  coordonnées.  Cette  expression  symbolique  du  point  représentatif 
de  (D  évoque  une  ressemblance  avec  les  expressions  symboliques  connues  du 
barycentre  des  points  A,,  Ao,  .  .,  A„  affectés  des  masses  /!;,  f'i,  ...,  fl  (d'une 
façon  plus  précise,  si  les  coordonnées  choisies  étaient  des  coordonnées 
homogènes,  x,  jouant  le  rôle  de  la  coordonnée  d'homogénéité,  en  sorte  que  la 
quadrique  fondamentale  soit  un  paraboloïde  de  révolution  au  lieu  d'être  une 
sphère,  on  voit  que  le  point  représentatif  de  cp  serait  exactement  le  barycentre 
des  points  A,,  Ao,  ...,  A„,  affectés  des  masses  i],  t',,  ...,  tl). 
Considérons  donc  le  point 

El  tout  d'abord,  lorsque  /,  et  t.y  varient,  le  point  /''^A^  +■  f'tA^  décrit  le  seg- 
ment A,,  Ao,  . ..;  il  est  en  A  ,  pour  ^o  =  o  et  en  Ao  pour  /,  =  o. 

Le  point  (/j  A,  -h  /^  Ao)h-  /î;  A3  lorsque  ^^  variera,  /,  et  /a  restant  fixes,  décrira 
le  segment  qui  joint  A.j  au  point  /;A,H-/i;A2.  Et  lorsque  t^,  t^,  t^  varieront 
arbitrairement,  ce  point  ■t~^A^  -f-  /i;Ao  +  ^3  A3  va  décrire  l'intérieur  du  triangle 
A,  Ao  A3  (A,,  Ao,  A3  étant  distincts  sur  la  quadrique,  ce  triangle  ne  se  réduit 
pas  à  un  segment  de  droite);  si  ^i  ^2 ^37^  o,  il  est  à  l'intérieur;  si  une  des  trois 
quantités  /, ,  t.,,  t^  est  nulle,  il  est  sur  un  côté  ;  si  deux  sont  nulles,  il  est  en  un 
sommet.  [On  peut  remarquer,  en  passant,  que  si  trois  points  quelconques  A,, 
Ao,  A3  sont  donnés  sur  la  quadrique  fondamentale,  à  tout  point  M  intérieur  au 
triangle  ou  situé  sur  son  périmètre  correspond  (à  un  facteur  près)  un  seul  sys- 
tème de  nombres  i\^  /i;,  /!;,  tels  que  le  point  M  s'écrira  symboliquement 

En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  le  point 

décrira  l'intérieur  et  la  surface  du  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  A,,  A2, 

A3,  A,,  ('),  et  ainsi  de  suite.  Le  point  t\k^  +  tiA.,-+- ...  4-  ^J;A„  décrira  Vintè- 


(1)  Si  A],  A,,  A3,  A4  sont  dans  un  même  plan,  ce  tétraèdre  se  réduira  à  un    quadrilalère  con- 
vexe des  sommets  Aj,  Aj,  A3,  A^. 
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rieur  et  la  surface  du  polyèdre  (')  convexe  ayanl  pour  sonimets  V ensemble 
des  poinls  Ai,  A.,j  ...,  A„.  Ce  qu'il  faut  entendre  par  là  n'est  pas  douteux  et  le 
polyèdre  en  question  peut  être  construit  par  le  procédé  indiqué  en  construisant 
de  proche  en  proche  les  domaines  décrits  par  les  points 

tlXi-htlk,,    l'j\i+  tzk^-h  t'jAs,     t'iAi-+- t'i\.^-h  tjA^-h  t'i^i,    ...,     f ï  A, -+-...-+- /7jA„. 

D'ailleurs,  on  peut  avoir  de  suite  les  faces  du  polyèdre  en  question  par  cette 
simple  remarque,  qu'une  face  laissera  tous  les  A,-  non  situés  sur  elle  d'un  même 
côté,  d'où  se  conclut  cette  deuxième  remarque  :  A^Ay  sera  une  arête  du 
polyèdre  si  l'on  peut  déterminer  un  plan  passant  par  A<Ay  qui  laisse  tous 
les  A,  sauf  A,  et  Ay,  d'un  même  côté;  on  peut  alors  déterminer  un  autre 
point  A/t  (en  faisant  tourner  le  plan  autour  de  A/ Ay)  tel  que  le  plan  AiAjAj^ 
laisse  tous  les  A,  sauf  A/,  Ay,  A/,  d'un  même  côté  (exception  faite  de  certains  A 
qui  pourraient  tomber  dans  ce  plan),  et  si  tous  les  A  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan,  on  peut  trouver  un  deuxième  point  A^'  tel  que  le  plan  A/AyA^-  satisfasse 
aux  mêmes  conditions  :  alors  les  deux  plans  A^AyA/^  et  A/AyA/^'  contiendront 
les  deux  faces  du  polyèdre  passant  par  l'arête  A,  Ay.  (On  peut  encore  remar- 
quer que  l'on  peut  obtenir  les  arêtes  du  polyèdre  issues  d'un  sommet  A/  par  le 
procédé  suivant  :  si  l'on  fait  tourner  un  plan  autour  d'une  tangente  à  la  sphère 
fondamentale  en  A/,  à  partir  du  plan  tangent  qui  laisse  tous  les  A,  sauf  A,,  d'un 
même  côté,  le  premier  point  Ay  de  l'ensemble  A,,  Ao,  ...,  A,_,,  A,v<?  •••>  A„ 
que  le  plan  tournant  rencontrera  donnera  avec  A,  une  arête  du  polyèdre;  si  on 
le  fait  tourner  en  sens  inverse,  toujours  à  partir  du  plan  tangent,  il  donnera 
une  autre  arête,  mais  il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  ces  remarques  bien 
élémentaires.) 

Passons  maintenant  à  la  représentation  de  la  forme  9  par  un  point  '(  du  demi- 
espace  T  >  o.  Ce  point  'C  se  projettera  sur  le  plan  O^y]  en  un  point  P  d'affixe 

et  le  carré  de  sa  distance  à  l'origine  sera 

Les  points  A,,  A2,  ...,  A„,  représentatifs  des  formes  ^(^x  —  z,y)^  ..., 
31. (x-  —  z„y)  sont  des  points  du  plan  0;y]  d'aflixes  z,,  z.;,,  ...,  z^.  Affectons 
ces  points  des  masses  respectives  t\^  l\,  ...,  t\.  Le  point  P  sera  alors  bien  évi- 


(1)  Ce  polyèdre  se  réduit  à  un  polygone  convexe  si  tous  les  A,,  Aj,  . .  . ,  A,jSonl  dans  un  même 
plan. 
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demmeiii  le  hary centre  euclidien  des  points  A,,  A.,  ...,  A„  affectés  de  ces 


masses. 


Les  mêmes  principes,  qui  ont  permis  de  trouver  le  domaine  décrit  par  le 
point  représentatif  de  o  dans  le  mode  projectif  de  représentation  des  formes, 
sont  valables  ici.  On  passera  de  la  première  représentation  à  la  seconde  par  la 

Fi  g.  4o. 


A, 


Forme  du  5'  degré. 

L'hexaèdre  convexe  A,A2A3A4Aj  est  formé  des  deux  tétraèdres 

Aj.AjAjA^,  Aj.AjA^A^,  accolés  par  la  base. 

transformation  qui  change  l'intérieur  de  la  sphère  2  en  le  demi-espace  t  ]>  o; 
dans  cette  transformation,  le  segment  qui  joint  deux  points  intérieurs  à  !ï;  ou 
sur  1  devient  l'arc  du  cercle  orthogonal  au  plan  OHy]  qui  joint  les  correspon- 
dants de  ces  deux  points  dans  le  demi-espace.  [Pour  abréger,  nous  pourrons 
appeler  droites  non  euclidiennes  les  demi-cercles  (')  orthogonaux  au 
plan  O^Y],  et  plans  non  euclidiens  les  demi-sphères  (-)  orthogonales  à  ce 
plan;  c'est  conforme  à  l'interprétation  de  la  géométrie  de  Lobatchefsky donnée 
par  Poincaré  à  propos  des  groupes  kleinéens.] 

Les  remarques  précédentes  permettent  de  donner  la  construction  suivante 
bien  simple  du  point  C,  connaissant  A,,  Ao,  ...,  A„  et  leurs  masses  respec- 
tives/;, t:,...,tl  : 

Sur  la  droite  non  euclidienne  A,  A^  prenons  '(,  qui  se  projette  en  P,  sur  le 
plan  O^yj  et  tel  que 

et  affectons  'Ci  de  la  masse  /^'  -+-  /^;  sur  la  droite  non  euclidienne  t,  A3,  pre- 
nons 'C2  qui  se  projette  en  P2  sur  le  plan  O^y]  et  tel  que 


p  p 

1-2  l    1 


P.,  A3  ^ï   +  ^ 

'Co  recevra  la  masse  /?  +  ^i!  +  ^3. 


2  ' 


(1)  Les  demi-droites  orthogonales  au  plan  O^r^  en  font  partie. 

(2)  Les  demi-plans  orthogonaux,  au  plan  0  ^tj  en  font  partie. 
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Continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  obtiendra  une  suite  de  points  '(,, 
C:-,  .-î  'C,-2>  qui  seront  respectivement  les  points  représentatifs  des  formes 

t'I  Ob (a-  —  ^1  y)  +  Il  .)l, (x  —  z.,r  j, 

l]  .)b(.r  -  :?,>•)  -^  q  ri.{,v  —  z,y)  +  t]  .X-,{.r  -  z^r),      .  .  ., 

Il  Jb(^  -  c,  r)  +.  .  .+  ^f,_,  ,3b(^  _  :;„_,  j). 

Ces  points  recevront  au  fur  et  à  mesure  les  masses 

ils  seront  tels  que  '(,_,  sera  sur  la  droite  non  euclidienne  A/C/_.  et  se  projettera 
en  P^  sur  le  plan  O  Ey]  tel  que 


IV,  IV.  fj 


'(représentatif  de  ç-  s'obtiendra  enfin  en  joignant  'C«-2A„par  une  droite  non 
euclidienne  et  se  projettera  en  P  tel  que 


PP 


PA„  t\-i-...-^ll 


n-l 


Convenons  d'appeler  baryceiilre  non  euclidien  des  points  A,,  A^,  ...,  A„ 
respectivement  affectés  des  masses  t\,  t\^  ...,  1"'^  le  point  C  construit  précédem- 
ment; alors  le  point  représentatif  de  9  sera,  d'un  mot,  le  barycentre  non  eucli- 
dien des  points  A<,  A^,  ...,  A,;. 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'insister,  on  voit  que  ce  barycentre  ne  dépend  nulle- 
ment de  l'ordre  dans  lequel  sont  pris  les  points  A,,  Ao,  ...,  A„.  On  voit  aussi 
que  l'on  peut,  pour  la  recherche  de  ce  barycentre,  remplacer  tel  groupe  de 
points  de  l'ensemble  A,,  Ao,  ...,  A„  que  l'on  voudra  par  le  barycentre  des 
points  du  groupe,  à  condition  de  Taffecler  d'une  masse  égale  à  la  somme  des 
masses  des  points  du  groupe.  Tout  se  passe  comme  pour  la  recherche  des  bary- 
centres  en  géométrie  euclidienne  ordinaire. 

Revenant  au  domaine  que  décrit  '(  lorsque  les  paramètres  t  prennent  toutes 
les  valeurs  possibles,  on  voit  que  ce  sera  l'intérieur  et  la  surface  du  polyèdre 
convexe  (')  non  euclidien  ayant  pour  sommets  A,,  A2,  ...,  A„. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  déterminer  ce  polyèdre  de  proche  en  proche  en 
déterminantsuccessivement  les  lieux  de  C,  "(o,  ...,  'C„-2,  (•  Kn  langage  de  géo- 
métrie  ordinaire,  les   faces  seront  des   portions  de  sphère  orthogonales  au 


(1)  Convexe  signifie  que  chaque  face  du  polyèdre   laisse  lous  les  soinniels  du  polyèdre  d'un 
même  côté. 
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plan  O^Y]  limitées  par  des  demi-cercles  orthogonaux  au  même  plan  (générale- 
ment ces  portions  de  sphère  seront  des  triangles).  On  a  fait  des  figures  rela- 
tives :  1°  au  cas  des  formes  cubiques,  auquel  cas  '(  décrit  sur  la  sphère  orthogo- 
nale au  plan  OHy),  qui  passe  par  A,,  A^,  A^,  un  triangle  limité  par  les  trois 


Fig.  4i 


Fig.  42. 


g'/A^/W'^.' 


On  a  fait  la  figuie  pour  le  cas  d'une  forme 
biquadratique. 


A,  A.^Aj,  triangle  non  cuclitlicft  correspondant 
à  la  forme  cubique 


Fig.  43. 


l<ig.  44. 


A1A2A3A4,  tétraèdre  non  euclidien  corres- 
pondant à  la  forme  biquadratique 

f=ao{x-Ziy){x-^z.,y)(x~z,y){7;  —  z,y). 


Hexaiîdre  A(A., A,A,, A5  (formé  des  deux  lélraédres  non 
euclidiens  A;. A,  A4  Aj  et  Aj.Aj  A,  Aj  accolés  par  la  base  ) 
correspondant  à  la  forme  du  5'  degié 

f  =  a,(x-z^y)(x  —  .z,r){x  —  z,y){x~z^y){x-z,y). 


demi-cercles  orthogonaux  à  O^y]  décrits  sur  A.Ao,  AjA^,  A3A,  pour  dia- 
mètres ;  2"  au  cas  des  formes  biquadra tiques  ;  le  domaine  'C  est  alors  un  tétraèdre 
non  euclidien  ayant  pour  sommets  A,,  Ao,  A3,  A.,,  qui  peut  se  réduire  à  un  qua- 
drilatère lorsque  A,,  A2,  A3,  A,  sont  dans  le  plan  0^7]  quatre  points  d'un 
même  cercle;  3^  au  cas  des  formes  du  cinquième  degré;  avec  la  disposition  des 
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points  de  la  figure,  on  a  trouvé  un  hexaèdre  non  euclidien  à  faces  triangulaires 
formé  de  deux  tétraèdres  non  euclidiens  accolés  par  la  base.  C'est  le  cas 
général.  Si  les  points  Aj,  A3,  A,,  A5  avaient  été  sur  un  même  cercle  dans  le 
plan  O^/],  on  aurait  trouvé  une  pyramide  non  euclidienne  de  sommet  A,  ayant 
pour  base  le  quadrilatère  non  euclidien  Aj  A;,  A^  A5. 

Ce  polyèdre,  ainsi  déterminé  par  la  connaissance  des  racines  de  la  forme, 
sera  dit  polyèdre  associé  à  la  forme  f. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  a„=^o,  c'est-à-dire  que  la  forme 
n'avait  pas  de  racines  infinies.  Il  n'est  pas  difficile  de  voir  ce  qui  arrive  si  la 
forme  a  p  racines  infinies  «„=  a,  =  ...  =  a^,_,  =  o  («,,7^  o).  Dans  ce  cas,  le 
polyèdre  en  question  a  p  de  ses  sommets  confon'dus  avec  le  point  à  l'infini  du 
plan  des  z.  Les  faces  issues  de  ces  sommets  seront  dans  des  plans  orthogonaux 
à  ce  plan  O  ^y],  les  arêtes  issues  de  ce  sommet  seront  des  demi-droites  orthogo- 
nales à  ce  même  plan.  On  se  rendra  compte  de  tout  cela  en  remarquant  que  le 
point  représentatif  de 

se  projette  sur  OHy]  en  P  d'affixe 

q[  _  tl+^z,,+i-h.  ..-\-tlz„ 

et  que  sa  distance  à  Torigine  est 

TTZ^  £  t\  -{-...+  tp+  tf,_^^  ^Zpj^\  ->r  . . .  -\-  t-,  5^3  Zn  ^ 

Alors  si/^,+,,  ...,  tn  restent  fixes,  t^,  ...,/,,  variant,  ce  qui  d'ailleurs  n'intéresse 
que  la  somme  t]  +  . . .  -\~  l'^,  (qu'on  pourrait,  si  l'on  voulait,  considérer  comme 
une  seule  variable),  '(  décrit  une  demi-droite  orthogonale  à  O^y]  allant  du 
point  C  harycenlre  non  euclidien  des  points  Zj,^f,  ...,  ^„  affectés  des  masses 
^^+15  •••iC/(C  est  en  '(,  pour  tf  =  t2  =  ...  =  tj,=  o)  au  point  à  l'infini  dans  la 
direction  Oz  qui  n'est  autre  que  le  point  à  l'infini  du  plan  de  la  variable  com- 
plexe. 

Cette  remarque  explique  les  conclusions  indiquées  précédemment. 

On  a  fait  des  figures  relatives  au  cas  des  formes  cubiques,  biquadratiques,  du 
cinquième  degré,  du  sixième  degré,  admettant  une  racine  infinie  (z,  =  oc). 

En  définitive,  nous  savons  trouver  dans  tous  les  cas  le  domaine  D  décrit  par 
le  point  ^  représentatif  de  la  forme  <p  associée  à  /  lorsque  les  paramètres  / 
prennent  toutes  les  valeurs  possibles.  Dans  ces  conditions,  l'ensemble  des  sub- 
stitutions (S)  qu'il  faut  faire  pour  réduire  9  peut  être  facilement  caractérisé  à 
l'aide  de  l'interprétation  géométrique  que  nous  avons  donnée  de  la  réduction 
des  formes  quadratiques  définies  à  indéterminées  conjuguées. 
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Envisageons  la  division  pentaédrique  de  l'espace  (division  de  Picard),  rap- 
pelée dans  les  préliminaires.   Lorsque  '(  représentatif  de  o   tombe  dans  un 


Fi  g.  45. 


Forme  cubique 

f=y{x  —  z.,y)  {x  —  r^y). 

Fig.  /,7. 


Forme  du  b'  degré 

f  =  y  {x  —  z.,y)  {x  -  z^y){x  —  z,j')  (.r- 


=;y)- 


Fig.  46. 


Forme  biquadralique 

f  =  y{x  —  z,y)  {x  —  z^y)  [x  —  z^y). 

Fig.  48. 


Forme  du  G'^  degré 

f  =  y{x  —  z,y){x  —  z-,y)[x-z^y){x  —  z,j-){x  —  z^y). 

Le  domaine  est  un  octaèdre  non  euclidien  de  sommets 
A,  =  X,  Aj,  A3,  A^,  A5,  Ag-,  ses  faces  sont  des  triangles 
non  euclidiens;  quatre  de  ces  faces  :  A,A._,A^,  AjA^A^, 
AjAjAg,  AiAjA,,  sont  dans  des  plans  perpendiculaires 
au  plan  0:t,. 


pentaèdre  II  de  cette  division,  la  substitution 
(S) 
qu'il  faut  faire  pour  réduire  o  est  celle  qui  correspond  à  la  transformation  (T) 


xzzz  a\  -A-  f5Y, 
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du  demi-espace  définie  par;:?  =  ^""^';,  par  laquelle  le  domaine  II  où  est  (  se 

transforme  dans  le  domaine  n^  [II,,  =  IIT  |. 

Ceci  étant  rappelé  :  considérons  tous  les  pcnlaèdres  II  de  la  dwision  de 
Picard  avec  lesquels  D  a  au  moins  un  point  commun  {intérieur  ou  sur  la 
frontière)^  l'ensemble  des  substitutions  (S)  est  V ensemble  des  substitutions 
correspondantes  aux  (T)  qui  transforment  chacun  de  ces  domaines  II  en  II„ 
domaine  fondamental  du  groupe  de  Picard. 

On  a  ainsi  comme  une  image  tangible  de  cet  ensemble  (S)  des  substitutions, 
et  Ton  voit  mieux  quel  ensemble  de  formes  (/)  la  réduction  continuelle  précé- 
dente associe  à  la  forme  initiale/. 

Rem.arques.  —  I.  D  se  réduit  au  demi-cercle  orthogonal  au  plan  0;y]  joi- 
gnant z^  :.,  lorsque/  est  une  forme  quadratique  de  Dirichlet 

f  =  a,{j:  —  z,y)  {a;  -  :.,y). 

Dans  ce  cas,  M.  Blanchi  a  donné  l'interprétation  de  la  méthode  de  réduction 
continuelle. 

II.  Le  domaine  D  ayant  tous  ses  sommets  dans  le  plan  Oçy]  et  les  domaines  II 
se  pressant  infiniment  aux  abords  de  ce  plan,  on  voit  qu'en  général  (S)  com- 
prendra une  infinité  de  substitutions  et  (/)  une  infinité  de  formes.  Le  seul  cas 
d'exception  est  celui  où  toutes  les  racines  z^  de  la  forme  seraient  des  nombres 
complexes  rationnels.  Un  peu  de  réflexion  convaincra  que,  dans  ce  cas  seule- 
ment, les  sommets  de  D  étant  tous  des  sommets  de  domaine  II,  D  ri  aura  de 
points  communs  qaavec  un  nombre  fixe  de  pentaèdres  II,  et  par  suite  (S) 
et  (/)  ne  compteront  qu'un  nombre  fini  d'éléments.  Ce  cas  est  d'ailleurs  banal, 
car,  dans  le  cas  le  plus  intéressant  pour  l'Arithmétique,  qui  est  celui  des 
formes  dont  les  coefficients  sont  des  entiers  complexes,  on  ne  s'occupe  que  des 
formes  indécomposables  dans  le  domaine  des  entiers  complexes,  et  de  telles 
formes  n'ont  aucune  racine  rationnelle. 

Polyèdres  associés  à  deux  formes  équivalentes.  —  Soient  deux  tormes 
équivalentes/(a7,  y)  et  /,  (^n  J, ),  en  supposant  qu'on  passe  de  la  première  à 
la  deuxième  par  la  substitution 

(  oc=zinx^-\-  nxç^y^^      (/?«,  /«q,  n,  «o  sont  quatre  entiers  complexes  vérifiant 
(  /  r=  nx^  +  «0  yi  niriQ—  iHqH  =  4-  i), 

les  racines  5  de/  et  celles  -,  de/,  se  correspondent  biunivoquement  par  la 
J.  i\ 
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relation 


Par  une  telle  transformation  et  par  la  transformation  T  de  l'espace  qu'elle 
définit  {mouvement  non  euclidien)^  on  voit  facilement  que  l'intérieur  du 
polyèdre  non  euclidien  D  associé  à/,  polyèdre  convexe  ayant  pour  sommets  les 
racines  de/,  devient  l'intérieur  d'un  polyèdre  convexe  non  euclidien  ayant  pour 
sommets  les  racines  de/,,  c'est-à-dire  devient  D,  associé  à/,,  la  surface  de  D 
devient  d'ailleurs  la  surface  de  D, . 

Les  domaines  associés  à  deux  formes  équivalentes  f  et  /',  se  transforment 
donc  l'un  dans  l'autre  par  la  transformation  T  qui  correspond  à  la  substitu- 
tion S  par  laquelle  on  passe  de  /  à  /, .  Si 

*  D,  — DT. 

On  tire  de  là  que  deux  formes  équivalentes/ et/,  donnent  naissance  au  même 
groupe  de  formes (/)  par  la  réduction  continuelle.  Autrement  dit,  (/)  et  (/,  ) 
sont  identiques.  En  effet,  soit  S  la  substitution  qui  fait  passer  de/à/,  [/,  =/S] 
et  soit  0  la  transformation  correspondante  du  demi-espace  |D,  =  D0J.  Soit  t:, 
un  des  pentaèdres  de  la  division  de  Picard  avec  lequel  D,  associé  de/,  a  des 
points  communs.  Soient  T,  la  transformation  qui  amène  t:,  sur  iioet  S,  la  substi- 
tution correspondante  [•û;„=tc,T,]  ;  il  est  clair  que  le  pentaèdre  t:  tel  que  t:,  =  110 
mord  sur  D  et  la  transformation  qui  l'amène  sur  t:,,  est  exactement 

0T,[7:o=7i.T,=:7r0T,]. 

Au  groupe  (/)  appartient  donc  la  forme 

/2Sj=(/i)S,=ry;s, 

qui  est  une  forme  de  (/,  ). 

Toute  forme  de  (/)  est  dans  (/, )  et  inversement.  Donc  (/)  et  (f^)  sont 
composés  des  mêmes  formes. 

En  résumé  :  Que  l'on  parle  de  f  ou  d'une  forme  équivalente  quelconque ^ 
V ensemble  des  formes  (/)  que  la  réduction  continuelle  conduit  à  former 
est  toujours  le  même  ('). 

On  peut,  d'un  mot,  caractériser  celles  des  formes  équivalentes  à/qui  consti- 
tuent le  groupe  (/).   Effectivement,  une  forme  de   (/)  s'obtient  en  faisant 


(1)  Ceci  permet  de  supposer,  en  passant  au  besoin  dey"  à  une  forme  équivalente,  que  y  n'a  pas 
de  racines  infinies  {^a^^  o).  On  né  restreint  pas  la  généralité  avec  ce-tte  hypothèse,  l'exposition 
s'en  trouve  allégée  et  l'ensemble  (/)  qu'on  doit  former  est  toujours  le  même. 
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dans/ la  substitution  S  correspondant  à  la  transformation  T  qui  amène  sur  t:„ 
un  des  pentaèdres  -rz  de  la  division  de  Picard  sur  lesquels  mord  le  domaine  D 
associé  kf:  par  conséquent,  le  domaine  associé  à  la  forme  de  {/)  considérée 
mordra  sur  tt^.  L'ensemble  des  (/")  est  donc  formé  de  toutes  les  formes  équi- 
valentes à  f  dont  le  polyèdre  associé  a  avec  tïo  au  moins  un  point  commun. 

Avec  cet  énoncé,  on  voit  bien  clairement  que  l'ensemble  (y)  est  le  même, 
quelle  que  soit  la  forme  équivalente  à/dont  on  parte. 

Remarquons  que,  si/et/,  sont  équivalentes, 

et  ç.et  o,  leurs  formes  associées 

9  =^l\5iL{x  —z,y)+t\yi{jo  -z,  y)  -+- . .  .-h  tl  dL{x  -  z,,y); 
0,=  ei  DX.{x,-  z\y,)  +  9?,  ri.{.T,-  z\y,)  + .  . .+  dldL{x^-  z],  y,); 

(^(x,  y)  se  transformera  en  9,  (.^,,/,)  par  la  substitution 

X  =  mœ^  4-  /"oTh 
y=  nXi-+-  ruyi, 

si  l'on  suppose 

pour  toutes  les  valeurs  de  /'  qui  rendent 

:il,{m  —  Ziti^^o. 

Si  une  racine  r,  de /est  rationnelle  et  précisément  égale  à  —^  alors  le  terme 
/ ■  Dt,  {x  —  -//)  devient  par  la  substitution 

t'j 

■t'j  yi^{naZi  —  mç,)y,=  -^^^y^. 

Mais,  dans  ce  cas,  à  la  racine  z^  de /correspond  une  racine  infinie  de/,  et  le 
terme  correspondant  dans  o^  est  6JXjx,. 

Les  formules  qui  font  correspondre  les  paramètres  de  ©  et  9,  sont  donc 


pour  toutes  les  racines  z^  différentes  de  —  >  et,  pour  une  racme 
respondance  des  paramètres  se  fait  par 


—  >  la  cor- 

n 


Dl>/i        'in' 


Avec  ces  formules  on  voit  que  '(,  point  représentatif  de  o  pour  les  valeurs  t 
des  paramètres,  et  'C,  représentatif  de  9,  pour  les  valeurs  0  des  paramètres 
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liées  comme  ci-dessus  aux  i,  se  transforment  l'un  dans  l'autre  par  la  transfor- 
mation T  qui  correspond  à  la  substitution  S  qui  fait  passer  àe  f  kf^  : 

Définition  de  la  réduite  équivalente  à  f.  ~  C'est  parmi  le  groupe  de 
formes  (/)  que  nous  allons  choisir  une  forme  pour  représenter  toute  la  classe 
équivalente  à  /. 

Soit  donc,  en  supposant,  ce  qui  est  permis,  «„  ^  o, 

la  forme  proposée  de  degré  n\  soit 

o  =  r| ,%  (  ^  -  2 ,  y  )  + . . .  +  ;  ,V%  (  .r  —  ^ „  j'  ) 

la  forme  associée  à  indéterminées  conjuguées,  et  soit 

(  a;=:  aX+  SY 
(S)  ^^.^     (aô-(3y  =  .). 

(  7=yX  +  oY 

la  substitution  qui  la  réduit  pour  certaines  valeurs  des  paramètres  /. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

Premier  cas.  —  Aucune  des  racines  de  f  n'est  égale  à  -  ;  alors  la  trans- 
formée F  ==/S  n'aura  pas  de  racines  infinies  :  ses  racines  seront  les  Z,-  liés 

aux  Zi  par  les  formules 

aZ,+  (3  „        (3  —  ^2, 

74  + à  7-/— a 

Par  la  substitution  S,  y  devient 

F(^,  y)  =  Ao(X  _  Z,  Y). .  .(X -  Z„ Y) 
avec 

Ao=ao{ci  —  yz^){(x  —  yz.2)...{oc  —  yz„)         (Aopréo) 

et  cù  devient  4>  =  ©  S 

$=:T?^(X-Z,Y)  +  ...  +  T^3b(X-Z,Y.) 
avec 

T'f  =z  tj  9L{c(.  —  yZi)  («n:  I,  2,   ...,«). 

Deuxième  cas.  —  Les  p  premières  racines  réelles  z^,  z.,^  ...,  Zp  àe  f  sont 
égales  à  -*   Par  la  substitution  S,  a;  — ^/y(i  =  i,  2,  ...,/?)  devient 

a.-z,y  =  (^-ô.,)Y=((3--^)Y  =  -^. 
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Pour  z^,   ,,  ...,  z,^  tout  se  passe  comme  précédeuiment  et  I'"  = /^  s'écrit 

F  =  AoY/'(X-Z/,,,V)...(X-Z„Y), 


avec 


'6  —  6z, 
A,  =  ■ pour       /  =:  «  4-  I      ....  // 


et 

y" 


^,-^{~^)"a^°'~^^'"^^^•:•^°'-'^'"^ 


Quant  à  9  elle  devient  tp  =  oS 

avec 

T?  =  dr  ==  ^    po»''     /=  1 ,  2,  . . . ,  /> 

et 

T^.  — /!■  .)b(a  — y,-/,)     pour     /,  =  p  +  i,  .  .  . ,  n. 

Si  Ton  suppose  p  =  o,  les  formules  de  ce  deuxième  cas  donnent  celles  du 
premier. 

Nous  allons  donc  dans  la  suite  raisonner  sur  ce  deuxième  cas,  et  dans  les 
résultats  obtenus  il  suffira  de  faire  p  =  o  pour  obtenir  les  résultats  relatifs  au 
premier  cas. 

Remarquons  dès  maintenant  la  relation 


0^0 


i  ,    i  2  •   •   •   *  //  •'  1  •   •  •  ''  /( 


qui  prouve  que  ^ .,  est  une  espèce  d'invariant  par  la  substitution  S. 

La  forme  positive 

a»(X,  Y)  =  PXX'-  QXY'-  Q'X'Y  +  RYY' 

étant  réduite.,  si  A  désigne  son  déterminant 

A  =  PR  -  qq' 
qui  est  d'ailleurs  égal  au  déterminant  o  de  ©,  on  a  comme  on  sait 

P<R, 

^  p 

I  partie  réelle  de  (^)  |  5  — ' 


d'où  l'on  lire 


I  partie  imaginaire  de  Q  | .;  —  » 


P<S/2A,         H5;i^ 
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D'ailleurs 

R  =  T?     +...  +  TI-+-  TJ,^,  XZ/.+,  + . .  .  +  T;^,  dZ  Z„. 

P  est  la  somme  de  n  —  p  termes  positifs  T^^,+i  .  .,  T^,  dont  le  produit  sera  supé- 

P 
rieur  ou  égal  à  la  puissance  (/^  —  p)'^"''  de  leur  moyenne  arithmétique 


n  — p 


/        1^       \  n-r 

T2  T-  <  (  - 1 

En  revenant  à  o,  ceci  donne 

De  plus,  on  a 

T^  +  ...  +  TJ,<R. 

Donc 

'R\p        I 


t'Ux---^n  \fi  —  P 


P       \  'i-p 


c'est-à-dire 


{OXoy)"-\pJ      tl...t$ 


Multipliant  membre  à  membre  et  par  3iL(ao)  les  deux  inégalités  obtenues,  il 
vient 

.  3^ (a  —  yz„+,).  .  .OL(a.  —  yz„).    DZon  i  i   ,.         _ 

•        '  ^  {dLy)P  -t]...tf,  (n-pr-"  p» 

Si  p  était  nul,  il  est  clair  que  l'on  remplacerait  —  et  R^  par  un. 
En  se  servant  de 

P<v/i^        et        R^^. 

§  étant  le  déterminant  de  o,  il  vient 


3,(A„)<^1(^.^ 


tl...tl  {n-pr-PpP 


Quel  que  soit  p  on  a,  a  fortiori, 


K(A.)<^i54£:,5. 

t  *   .  .   '  C ,, 


Passons  aux  limitations  supérieures  des  S(L(Zi)  (i  =  p  +  \ ,  ...,//). 

Si  parmi  les  n — p  termes  dont  la  somme  fait  P  on  supprime  TJ,  la  somme 
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III 


des  n—p  —  I  restants  est  <  P  et  leur  produit  sera  < 

duit  c^est  ^^"'^;     ". 
Donc 


J^ 


n  —  P  ~  \ 


n—p—l 


n  —p—  1 


(/  =  /;  +  i,  ...,  n). 


T?^bZ,<R; 


Tf  \/i  — p  —  I 

En  considérant  R  on  voit  que 

d'où  se  tire 

^%  Z,  5 î p«-/,-l  R l 

■R\p 


et,  à  cause  de 


T2  T2  < 

^  1  •  •  •  *  »  = 


dL  Zi  < 


_  p/i-/J-l  J^/,+1 


Mais 

Donc 


{n—p—  I  )"-/'->  pp 


^  1   •   •   •   *  7J 


X2  -^pa  /2  /2 

1  j  .   .  .  1  „  tj  .  .    .fc,j 


5Î^Z,<-^^i^P«-/'-«R/^+i 


t , . .  . t„ 
et  avec  les  limitations  de  P  et  R, 


(«—/>  —  !)«-/'-'  pP  5î,Ao' 


^(Z,) 


I         I 


'■%(ao)â"^    ^  I 


et  a  fortiori^  quel  que  soit/j, 


^.^(2.^<3M^^T_i 


^J...^?,        3b  (Ao) 


Or  ce  pro- 


(«•  =  />  +  «,  ...,  n) 


Les  limitations  relatives  au  premier  cas  (/?  =  o)  s'obtiendraient  en  rempla- 
çant, dans  les  seconds  membres  des  inégalités  précédentes,  p  par  zéro  et  pP 
par  un. 

Conclusion  fondamentale.  —  Si  pour  certaines  valeurs  des  paramètres  /  on 
réduit  la  forme  «p  dont  S  est  le  déterminant,  et  si  l'on  fait  la  même  substitution 
dans/,  on  obtient  une  forme  F  dont  tous  les  coefficients  sont  limités  supérieu- 

n 

rement  en  valeur  absolue  en  fonction  de  la  quantité  "    ^  °     ;>  qui  ne  dépend 
que  de  la  forme  cp. 
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En  effet,  F  étant  égale  à 

A„Y''(X-Z^^,Y)...(X-Z„Y), 

tous  ses  coefficients  seront  des  polynômes  en  Z^,^,,  ...,  Z,^.  Par  la  méthode 
connue  des  majorantes,  on  calculera  pour  chacun  de  ces  coefficients  une  limite 

n 

c        r        j     1  r ..  •  ^^  i  ^o)  ^''' 

supérieure  qui  sera  une  lonction  de  la  quantité  — ^ — ^r"î  pour  préciser,  ce  sera 

une  puissance  de  cette  quantité  dont  l'exposant  sera  fixé  par  le  rang  du  coef- 
ficient calculé  dans  F,  multipliée  par  un  facteur  indépendant  de  la  quan- 

II 

tité  -2 — ^-72-'  facteur  qui  dépendra  du  degré  de  la  forme  et  renfermera  en 
général  |Ao|  au  dénominateur  à  une  certaine  puissance.  Si  la  forme  proposée 
est  à  coefficients  entiers ^  A„  sera  un  entier  certainement  non  nul  (' ) ;  on  aura 
donc  I  AJ>i  et  l'on  pourra  remplacer  dans  le  facteur  en  question  la  lettre  Ao 
du  dénominateur  par  rw/iïV^?/ on  ne  fera  ainsi  qu'accroître  le  second  membre 
de  la  limitation  trouvée.  Tous  les  coefficients  de  F  sans  exception  seront  ainsi 
limités  supérieurement  en  valeur  absolue  en  fonction  dé  la  seule  quan- 

tité'^y^^^^^' 


V  \     .     .     .    C*  ,, 


Cette  quantité  0  =  ^-^ — î^— ^joue  donc  un  rôle  essentiel  dans  la  question. 

tj  . . .  t„ 

Etudions  ses  propriétés. 

On  remarque  tout  d'abord  que,  si  l'on  passe  de  /  à  une  forme  équivalente/, 
par  la  substitution 

y--  nx^+  fiofi, 

la  forme  ©  associée  à  f  pour  les  valeurs  /  des  paramètres  se  transforme  en  la 
forme  (p,  associée  à/,  pour  des  valeurs  t  des  paramètres  que  nous  savons  liées 
aux  /  par  des  relations  connues 

zj=  t'J3fL{/n  —  z-i/i)         si         m  —  ZjHydo 
et 

\         tj  . 

3b  (  «  ) 

Le  déterminant  0  de  ip  est  égal  à  celui  0,  de  9,  dans  ces  conditions,  et  Ton 
sait  d'autre  part  que  l'on  a,  entre  les  premiers  coefficients  non  nuls  a^  ^^  / 
et  «J  de/,  la  relation, 

/^  t-  T^  t2  ' 

(')  En  effet,  Aq  est  le  premier  coefficieiil  non  nul  de  F(X,  Y)  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  Y,  et  F(X,  Y)  n'est  pas  identiquement  nulle. 
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Donc  0  =  0,. 

D'où  la  conclusion  :  Pour  deux  formes  équivalentes^  et  pour  des  valeurs 
correspondantes  des  paramètres^  la  fonction  0  prend  les  mêmes  valeurs. 

Les  deux  conséquences  suivantes,  fondamentales  pour  la  théorie  de  la  réduc- 
tion, se  tirent  de  là  : 

1°  Les  fonctions  Ô  et  0,  relatives  à  deux  formes  équivalentes/  et/,  prennent 
les  mêmes  valeurs  lorsque  les  variables  t  prennent  toutes  les  valeurs  possibles; 
elles  ont  donc  même  minimum  ;  par  définition,  ce  minimum  sera  le  détermi- 
nant de  la  forme  binaire  de  degré  n  (*),  il  est  le  même  pour  toute  la  classe 
équivalente  à/. 

2.^  Les  formes  quadratiques  cp  et  cp,  à  indéterminées  conjuguées  associées  à 
deux  formes  /  et  /,  avec  les  valeurs  /  d'une  part,  'z  de  l'autre,  qui  donnent  le 
minimum  des  fonctions  0  et  0,,  deviendront  équivalentes  en  même  temps  que 
/et/.  Ainsi  o,  se  déduira  de  <^  par  la  même  substitution  que  /  de/  11  est 
donc  naturel  d'appeler  correspondante  de  f  la  forme  quadratique  à  indéter- 
minées conjuguées  -p  pour  les  valeurs  de  t  qui  rendent  0  minimum. 

Nous  appellerons  réduites  d'' une  forme  f  la  forme  unique,  ou  les  formes  de 
l'ensemble  (/)  qui  correspondent  à  ce  minimum  de  0.  On  peut  les  caractériser 
d'un  mot  :  c'est  celle  ou  celles  des  formes  de  (/)  dont  la  ou  les  correspon- 
dantes sont  des  formes  quadratiques  réduites.  Voici  comment  on  trouvera  la 
réduite  de/.  On  déterminera  d'abord  les  valeurs  de  t  qui  rendent  G  minimum, 
ce  qui  donnera  la  forme  9  correspondante  quadratique  de/,  puis  S  étant  la 
substitution  qui  réduit  la  correspondante, /S  sera  la  réduite  de/. 

De  là  se  conclut  facilement  : 

1°  Deux  formes  équivalentes  f  et  /,  ont  les  mêmes  réduites.  Cela 
résulte  de  ce  que  les  correspondantes  9  et  cp,  de  deux  formes  équivalentes  se 
déduisent  l'une  de  l'autre  par  la  même  substitution  I  que  celle  qui  fait  passer 

de/à/ 

f  =  f^^ 

Alors  si  S,  réduit  9,,/ S,  sera  une  réduite  de/,.  Mais/,  S,^/SS,.  OrSS, 
est,  à  cause  de  9,  =  9S,  la  substitution  qui  réduit  9,  car 

cpiS,  =  (©2)S,=  9(2Si) 
est  une  forme  réduite.  Donc  /SS,  est  une  réduite  de  /  et  l'on  vient  de  voir 


(1)  Nous   appellerons /o/-me.9  binaires  de   même   déterminant    l'ensemble   des  formes  d'un 
même  degré,  pour  lesquelles  le  minimum  absolu  de  la  fonction  0  aura  une  même  valeur. 

J.  i5 
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qu'elle  est  idenlique  à  une  réduite  de/, 

/.2Sr-=(/2)S,  =  /,S,. 

Cette  proposition  ramène  l'équivalence  de  deux  formes  à  l'égalité  absolue 
entre  leurs  réduites  ou  leurs  groupes  de  réduites. 

2°  Les  formes  à  coejfficients  entiers,  de  même  déterminant  ô,  se  distribuent 
en  un  nombre  jlni  de  classes. 

Effectivement,  si  /  a  ses  coefficients  entiers,  une  réduite  équivalente  F  les 
a  aussi.  On  a  vu  qu'alors  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  F  étaient 
limitées  supérieurement  en  fonction  de  la  seule  quantité  ô,  limites  supérieures 
qui  sont  donc  fixées  par  la  connaissance  de  G  et  par  le  degré  de  la  forme  (ces 
limites  ne  renfermant  plus  au  dénominateur  le  premier  coefficient  non  nul  de  F). 
On  cherchera  alors  toutes  les  formes  réduites  de  type 

AoX«+AiX«-iY   +...  +  A„Y«     (Ao^o)     correspondant  à /^  =  o, 


»  p=  I, 

»  p  =  i,    ... 

ayant  le  déterminant  G. 

Pour  chacun  de  ces  types,  les  coefficients  entiers  étant  limités  supérieu- 
rement en  valeur  absolue.,  on  n'aura  qu'un  nombre  limité  de  possibilités, 
qu'on  trouvera  en  se  servant  des  limitations  (dépendant  de  p)  que  nous  avons 
données  plus  haut  pour  3Ti(Ao)  et  pour  les  normes  des  racines  d'une  réduite. 
Gomme  on  ne  peut  trouver  ainsi  qu'un  nombre  fini  de  réduites,  il  ne  peut  y 
avoir  qu'un  nombre  fini  de  classes  pour  un  déterminant  donné  G. 

L'existence  du  minimum  de  la  fonction  G.  —  Nous  nous  bornerons  au  cas 
général  où  f  a  toutes  ses  racines  distinctes  et  finies.  A  cette  catégorie  appar- 
tiennent les  formes  et  les  plus  intéressantes  au  point  de  vue  arithmétique,  à 
savoir  les  formes  irréductibles  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels  com- 
plexes, c'est-à-dire  indécomposables  en  produit  de  deux  formes  à  coefficients 
rationnels.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  de  Lagrange  pour  la  recherche  des 
racines  multiples  d'une  équation.  Une  forme  irréductible  a  toutes  ses  racines 
distinctes,  finies  et  irrationnelles  (par  conséquent  la  réduite  d'une  telle  forme 
étant  aussi  irréductible,  il  faudra  supposer  le  nombre  p  de  notre  théorie  égal 
à  zéro). 


puis  celles 

AoX«-iY  +... 

(Ao^o) 

puis  celles 

AoX«-«Y^-t-... 

(Ao^o) 
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<p  étant  l'associée  def=a,{x~z,  y)..,{x-  z,y),  on  a 

n 

?  =Zà  ^'  "^^(^~  Ziy)=pocx'—  qxy'—  q'x'y  -\-  ryy' 

i  =  l 

avec 

n 

1 
n 

1 
n 

1 

n 

1 
peut  s'écrire  par  un  calcul  bien  simple 

n 


',/=i 


la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  de  deux  entiers  ï,  y  diffé- 
rents pris  dans  la  suite  i ,  2,  . . .,  /z. 
Dans  ces  conditions,  la  fonction  0  est 

n 

t\...ti 

et  en  posant  t]  =  X,,  et  en  remarquant  que,  les  racines  étant  toutes  distinctes, 
on  a,  quel  que  soit  /,  y, 

a<OX,{Zi—  zj)<A 

(a  et  A  étant  deux  nombres  positifs  convenables) 

n  n  n  n 

Sous  cette  forme,  le  même  raisonnement  que  celui  déjà  fait  dans  la  première 
Partie  prouve  que  0  atteint  'son  minimum  absolu  pour  un  système  au  moins 
de  valeurs  Tj,  . . .,  T^^  des  paramètres  qui  sont  toutes  différentes  de  zéro. 
Nous  allons  maintenant  appliquer  la  théorie  aux  formes  cubiques  et  biqua- 
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dratiques,  puis  nous  examinerons  ce  qu'elle  nous  donne  si  la  forme  proposée  a 
ses  coefficients  tous  réels,  nous  verrons  que  nous  retomberons  sur  la  méthode 
donnée  dans  la  première  Partie  sur  l'inspiration  d'Hermite  ;  mais  nous  verrons 
aussi  l'unité  et  la  lumière  que  jette  la  nouvelle  méthode  dans  la  théorie  des 
formes  à  coefficients  réels,  en  donnant  une  seule  définition  de  la  réduclion^ 
que  la  forme  ait  ses  racines  toutes  réelles,  ou  bien  ait  des  racines  réelles  et  des 
racine?  imaginaires;  nous  verrons  enfin  pourquoi  l'équation  qui  relie  le  déter- 
minant d'une  forme  binaire  à  coefficients  réels  aux  coefficients  de  cette  forme 
est  indépendante  des  hypothèses  qu'on  peut  faire  quant  à  la  réalité  des  racines  : 
c'est  là  une  question  qui  préoccupait  Hermite,  ainsi  que  l'attestent  les  quelques 
lignes  suivantes  extraites  de  ses  Œuvres  (pages  92  et  98  du  Tome  I)  :  «  On 
observe  alors  celle  circonstance  remarquable  que^  pour  chaque  degré,  c'est 
toujours  la  même  équation  en  D  (*)  qui  vient  s'offrir,  bien  que  les  calculs 
par  lesquels  on  y  arrive  diffèrent  beaucoup  (-),  suivant  le  nombre  des 
racines  réelles  et  imaginaires,  mais  je  n'ai  pu  jusqu'à  présent  découvrir  la 
raison  générale  de  ce  fait  important  »  ('). 


(1)  Ilermite  considère  D  =  y/ô. 

(*)  Comme  nous  l'avons  vu  dans  la  première  Partie. 

(^)  Il  ne  semble  pas  qu'Hermite  soit  jamais  revenu  là-dessus  dans  la  suite. 


CHAPITRE  m. 

APPLICATION  AUX  FORMES  QUADRATIQUES,  CUBIQUES,  BIQUADKATIQUES 


La  forme  quadratique  de  Dirichlet.  —  Soit  - 

f—a,{a-z,y){œ  —  z.,y) 
une  forme  quadratique  à  coefficients  quelconques.  Son  associée  est 

9  =  t\  3b  {œ  -  z,  y)  +  tl .%  {x  -  z^y); 
son  point  représentatif '(  décrit  la  droite  non  euclidienne  z^z^.^.  Il  se  projette 

Fig.  49. 


en  P  sur  z^z^  et 

Le  déterminant  de  cp  est 


à  =  {t\  -^  t\){l\z,z\-\-  t\z.,z'^)  —  {l\z,-\-  t\z,){t\z\  +  llz',) 


■)b  (  gp  )  ^ 

L\t\ 


—  =)l^(^i—  ^2)  3^^(«o), 


0  est  constant  quels  que  soient  /,  et  t.^.  Toutes  les  formes  ç  sont  donc  correspon- 
dantes de  /*,  et  toutes  les  formes  (y)  associées  à /"par  la  réduction  continuelle 
sont  des  réduites  de  /.  Toutes  ces  formes  rèduiles  (^f)  sont  les  formes  éqund- 
leiites  à  f  dans  le  groupe  de  Picard,  dont  le  demi-cercle  représentatif  (::,  z.^) 
a  avec  H^  au  moins  un  point  commun. 

On  retrouve  bien  la  conception  de  la  réduction  présentée  par  M.  Bianchi. 
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La  forme  cubique.  —  Soit 

f-=a{x  —  Zyy){œ  —  ^2/)  (-^  —  -3  j)  —  a x^ -[- Z  b x^ y  -\~  ?>cxy^+  cl 

la  forme  proposée. 
Son  associée  sera 

<^-=z  t\^:>X.{x  -  zyy)  +  t\'^{x  -  z,y)  +  tl  dT.  {x  -  z,y). 

Son  point  représentatif  '(  est  un  point]  de  la  sphère  qui  a  pour  grand  cercle  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  z^z,iZ^,  projeté  sur  le  plan  OEy)  en  P  barycentre 
euclidien  des  points  ^,,  z.y,  z^  affectés  des  masses  /J,  /^,  /J.  0  désignant  le  déter- 
minant de  <p, 

à=it\t\  T<.{z,  -z,)^  t\  t\  Tko  {z.,  —  z^)  +  t\  t\  i)L(^3-  ~-i), 

il  faut  considérer  la  fonction 

t^  t'^  t"^ 
et  chercher  son  minimum. 

Il  revient  au  même  de  chercher  le  minimum  de  S  lorsque  /J,  l\^  /J  varient  en 
laissant  le  produit  t\t\tl  constant  puisqu'on  sait  :  1°  que  ce  minimum  de  6  est 
atteint  pour  des  valeurs  des  /  toutes  différentes  de  zéro,  et  2°  que  0  ne  change 
pas  si  tous  les  t  sont  multipliés  par  une  même  constante. 

Or  si  t\l\ll  reste  constant,  §  est  une  somme  de  trois  termes  à  produit  constant 
qui  sera  minimum  lorsque  ces  termes  seront  égaux 

t\tldX.{z,—z,)=,l\tl^~<.{z^-z,)  =  tlt\^X.{z,-z,), 

d'où  l'on  tire,  à  un  facteur  près  sans  importance,  les  valeurs  minimantes  des  / 

Ij    ^(i)b(52  -S3), 

T,  =  5t-<(-33 —  z^  ), 

La  forme  correspondante  de  /est  dès  lors 


o  —  5iXo{z^  —  z^){x  —  z^y)  +  5l,{z3—Zi){x  —  z,y)-\-  dX,{z^  —  z^)\x  —  z^y). 


quant  au  minimum  de  6  ce  sera 


0=:V/273b(«)  Ob(5,— C2)5t(-2— -3)   3b(S3—  -1)       (')• 


(1)  On  ne  pourra  s'empêcher  de  remarquer  l'analogie  des  expressions  précédentes  avec  celles 
trouvées  dans  la  première  Partie  pour  les  formes  cubiques  ayant  trois  racines  réelles. 
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Pour  avoir  la  réduite  de  /,  on  réduira  cp  et  l'on  fera  la  même  substitution 
dans  /. 

Le  point  '(  représentatif  de  cp  est  lié  simplement  aux  trois  points  A,,  A.,  A;, 
d'affixes  ^,,  z.^,  j,  dans  le  plan  O^y]. 

Soil  Çi  barycentre  non  euclidien  de  Aj  et  Aj  affectés  de  masses  T^,  T*. 
Kt  »  A3  et  A,  «  T^,  Tf, 

Ç3  »  A,  el  A2  »  T^,  T^. 

Evidemment  C  sera  à  l'intersection  des  trois  droites  non  euclidiennes  A,  '(, ,  A./Cj, 
Ag'Cg;  C  se  projette  en  P,  et 


Or 


M    \  J\.2  ^3  q)^  yJZ  i  —  -^2  ) 

^  1 A2 Cl A^ 

à  cause  du  triangle  rectangle  C,  Aa  A3  ;  donc 


Al  A, 

A, A3 


ÇlA; 


d'où  suit  que,  si  l'on  considère  la  sphère  passant  par  A,  du  faisceau  ayant  A^Ag 
pour  points  limites,  cette  sphère  passe  par  ^,. 

Par  rapport  à  cette  sphère,  Aa  et  A3  sont  deux  points  inverses.  Donc  le 


Fig.  5o. 


cercle  Aa'CAg   est  orthogonal  à   cette  sphère,  il  est  donc   orthogonal  à  la 
droite    non    euclidienne    'C,A,    (cercle   passant    par    'C,A,    orthogonal    au 
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plan  lOf].  D'où  l'on  conclut  que  C  cherché  est  V intersection  des  hauteurs 
non  euclidiennes  du  triangle  non  euclidien  AiA^Ag.  Si  l'on  envisage  la 
sphère  menée  par  A,  du  faisceau  (AoAo)  et  les  deux  autres  sphères  ana- 
logues :  celle  par  Ao  du  faisceau  (A3A,),  celle  par  A3  du  faisceau  (AjAg), 
ces  trois  sphères  se  coupent  suivant  un  même  cercle  réel,  orthogonal  au 
plan  O^Y],  orthogonal  à  la  sphère  passant  par  AjAoAg  et  orthogonal  au 
plan  O^Y),  cercle  coupant  cette  dernière  sphère  au  point  C  cherché. 

Faisons  une  inversion  par  rapport  au  pcMe  '('  symétrique  de  '(  par  rapport  au 
plan  O^Y],  le  plan  O^yj  devient  une  sphère  S,  et  la  sphère  A,  Ao  Ag'C  devient  un 
plan  passant  par  le  centre  5  de  S  qui  est  l'inverse  de  '(.  Dans  ce  plan  diamétral 
a,a2<^3  sont  trois  points  du  grand  cercle  de  section,  ce  sont  les  inverses 
de  A,  A2  A3  et  s  doit  être  l'orthocentre  euclidien  du  triangle  a^a.^a^  puisque  les 
trois  droites  non  euclidiennes  A/C,,  Ao'Co?  A3 (3  deviennent  par  l'inversion  trois 
droites  ordinaires  5«,,  sa.;,^  sa^  orthogonales  aux  cercles  menés  respectivement 
par  «2  et  «3,  a^  et  a,,  a^  et  a^  orthogonalement  à  S,  ce  qui  exige  que  5<2,,  ^«25 
sa^  soient  perpendiculaires  respectivement  à  a.,a^^  ci%CL\i  cL\  o,^-  De  là  se  conclut 
aisément  que  a^  a^a^  doit  être  èquilatéral. 

Les  trois  sphères  1°  celle  passant  par  A^  du  faisceau  (Â2Â3) 
2°  »  A2  »  (A3  Al) 

3°  »  A3  »  (AiAï) 

deviennent  les  trois  plans  menés  par  ,ça,,  5^2?  sa^  orthogonalement  au  plan 
a^a^a^.  Ces  trois  plans  se  coupent  suivant  l'axe  du  grand  cercle  a^a^a^^  qui 
est  l'inverse  du  cercle  commun  aux  trois  sphères  précédentes. 

Nous  arrivons  ainsi,  tout  naturellement,  par  la  méthode  de  réduction  conti- 
nuelle à  la  représentation  géométrique  du  covariant  quadratique  hessien  de  la 
forme  cubique^^onnée  par  M.  Klein  au  Tome  IX  des  Mathematische  Annalen; 
a,,  «2)  <^3  représentent  les  trois  racines  aux  trois  sommets  d'un  triangle  èquila- 
téral, inscrit  dans  un  grand  cercle,  le  covariant  quadratique  a  pour  racines  les 
deux  pôles  de  ce  grand  cercle.  L'axe  de  ce  grand  cercle  est  d'ailleurs  un  axe 
de. rotation  d'ordre  trois  du  triangle  a,  «2^3-  Revenant  à  la  figure  primitive 
•  le  cercle  T  mené  par  '(  orthogonalement  à  la  sphère  de  grand  cercle  A,  A,  A3 
seraVaxe  d' une  rotation  non  euclidienne  d'' angle  ^  qui  ramène  le  triangle 
non  euclidien  A,A2A3  sur  lui-même.  D'où  l'on  conclut  enfin  que  les  trois 
droites  non  euclidiennes  (A,,  '(A^,  'CA3  font  entre  elles  des  angles  de  -^  ('). 

{}  )  Sans  insister  sur  ce  fait,  on  reconnaîtra  aisément  que  les  droites  non  euclidiennes  Ç  Ai,  ^Aj, 
CA3  percent  à  nouveau  le  plan  O^tj  en  trois  points  A,,  Ao,  A3  qui  représentent  les  racines  du 
covariant  cubique  de  la  forme  proposée.  Ç  est  aussi  l'orthocentre  non  euclidien  du  triangle 
A',  A'jAj  et  l'on  voit  apparaître  ce  théorème  d'Hermite  {Œuvres,  t.  I,  p.  434-436)  : 

Une  forme  cubique  et  son  covariant  cubique  ont  même  correspondante^  et  par  conséquent 
sont  simultanément  des  formes  réduites  ou  non  re'duites. 
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Rien  de  plus  facile  d'ailleurs  que  de  vérifier  par  le  calcul  ce  résultat  évident 
par  les  relations  géométriques  précédentes  :  que  le  cercle  F  (ou  la  forme.qua- 
dratique  de  Dirichlet  qu'il  représente)  est  covariant  de  la  forme  /.  Ceci  est 
évident  géométriquement,  car  par  toute  substitution  S  qui  transforme/"  en  une 
forme  équivalente/,,  et  parla  transformation  T  du  demi-espace  qu'elle  définit, 
le  représentatif  *C  de  /  devient  le  représentatif '(,  de  /,  et,  comme  les  T  sont 
des  mouvements  non  euclidiens  conservant  les  angles,  le  cercle  F  défini  pour/* 
devient  le  cercle  F,  défini  pour/*,. 

Si  l'on  veut  calculer  explicitement  la  forme  de  Dirichlet  représentée  par  F,  il 
suffit  de  remarquer  que  la  rotation  d'angle -5- autour  de  l'axe  non  euclidien  F 
est  une  relation  liomographique  qui  s'écrit 

{Z,    Zi,    Z.;,,   Z^)  =:  [Z  ,   ^2»   -3î    ^l)» 

Ses  points  doubles,  qui  sont  les  points  où  F  perce  le  plan  O^y),  sont  donnés  par 
l'équation 

[z,    -Il    ^2»    -^3  )  (-3,    -2?    ^3l    ^1  )  ^=^  O 

OU  en  développant 

{z  —  z,)  {z  -  zi)  {z,—  z,)  {Z3—  Zi)  -i-  {z  —  z,y (Zi-  z^y  =  o 

ou  bien 

Ac-H-  Bc  +  G  =  o 

avec 

X=(z,-z,y'-^{z,-z,){z,-z,), 

B  =  —   2-33(31 ^2)' {Zi-h  Z2){Z3 -^2)  (-^3—   3,), 

(j  zz;  3-  (Zi ^2)'  +  -^l«2(-^3         -^2)  (-^3         -^l)  j 


Zf,  z.,,  Z3  étant  racines  de 

/(^, 

\)=zaz'-^3bz^-{-3cz-hdz: 

=  0, 

on  trouve 

g{b'-oc) 

La  forme  quadratique  de  Dirichlet  représentée  par  F  étant 

pourra  se  réduire  à  , 

{b-—ac)j.---+-  {bc—  ad)jcy+  (c^—  bd)y^ 

et  l'on  reconnaît  là  le  hessien  de  la  forme  /,  à  un  facteur  numérique  près,  et 
J.  16 
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aussi  la  forme  d'Eisenstein  changée  de  signe  à  laquelle  nous  avait  déjà  conduit 
dans  la  première  Partie  la  réduction  de  la  forme  cubique  à  trois  racines 
réelles  ('). 

Mais  remarquons  que  la  méthode  de  réduction  continuelle  nous  conduit  non 
seulement  au  covariant  quadratique  ordinaire  de/,  mais  encore  à  un  covariant 
nouveau  qui  est  la  forme  9  correspondante  de/ et  qui  est  une  forme  à  indéter- 
minées conjuguées.  Par  toute  transformation 

(^•z=aX  +  (3Y,         a;':zza'X'H-(3'Y'  ,    ^       ^  , 

(S)  ^  («a— Sy=:i) 


qui  transforme  une  forme/  en  une  forme/,  équivalente,  la  forme  ç  corres- 
pondante de  /  se  transforme  (à  un  facteur  constant  près)  en  la  forme  9, 
correspondante  de  /  et  c'est  là  la  caractéristique  des  covariants.  Je  ne  pense 
pas  qu'on  ait  déjà  songé  à  ces  covariants  d'une  nature  particulière  que  peuvent 
constituer  des  formes  à  indéterminées  conjuguées. 

Remarque.  —  Si  la  forme  /  a  ses  coefficients  réels,  notre  méthode,  pour 
être  bonne,  doit  conduire  aux  mêmes  résultats  que  dans  la  première  Partie. 
Dans  ce  cas  : 

i*^  Les  trois  racines  sont  réelles,  alors  z^,  ^21^:1  sont  sur  l'axe  O^,  le  triangle 
non  euclidien  z^z.^z.;^  est  dans  le  plan  ^Ot,  et  c'est  le  demi-plan  Y]  =  o,  t  ^  o 
qui  joue  le  rôle  de  demi-plan  analytique  dans  la  première  Partie.  Le  point  '( 
représentatif  de  cp  (^)  est  bien  celui  auquel  nous  avait  conduit  la  méthode 
d'Hermite.  La  substitution  à  faire  (^)  pour  amener  '(  dans  IIo  est  une  substi- 
tution réelle  puisque,  le  demi-plan  ^Ot(t  ^  o)  découpant  dans  la  division  de 
Picard  la  division  modulaire  de  ce  demi-plan^  amener  C  dans  IIo  c'est  faire 
une  substitution  du  groupe  de  Picard  qui  conserve  le  demi-plan  ^Ot  et  dans  ce 
demi-plan  amène  '(  dans  Cs^^i  domaine  fondamental  de  la  division  modulaire  de 
ce  demi-plan.  La  substitution  réductrice  S  à  laquelle  on  se  trouve  conduit  est 


(1)  On  peut  remarquer  que,  si  /  est  réduite,  Z,  est  dans  Uq,  donc  F  coupe  IIo,  et  la  forme 
d'Eisenstein  est  une  forme  quadratique  de  Diriclilet  réduite.  Une  condition  nécessaire  pour 
que  f  soit  réduite  est  donc  que  la  forme  d'Eisenstein  associée  soit  aussi  réduite.  Mais  la  con- 
dition n'est  pas  suffisante. 

(-)  Dans  ce  cas  la  forme  d'Eisenstein  est  une  forme  quadratique  définie  à  coefficients  réels. 
Considérée  comme  forme  de  Diriclilet  elle  est  représentée  par  un  cercle  d'axe  O^  mené  par  t, 
orthocentre  non  euclidien  du  triangle  non  euclidien  z^z^Zz.  L'affixe  de  Ç  par  rapport  aux  axes 
Oç  et  Ot  est  égal  à  l'affixe  de  la  racine  de  cette  forme  d'Eisenstein  située  dans  le  demi-plan 
analytique  r^  >  o. 

(^)  Voir  sur  ce  sujet  la  Note  5'a/-  les  substitutions  réelles  modulaires  envisagées  dans  le 
groupe  de  Picard  que  nous  donnons  au  Chapitre  suivant. 
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la  même  que  celle  à  laquelle  aurait  conduit  la  méthode  d'Hermile  exposée  dans 
la  première  Partie  ('). 

2°  Il  n'y  a  qu'une  racine  réelle.  Alors  le  triangle  non  euclidien  r,  :?2:;.,  est 
symétrique  par  rapport  au  plan  ^Ot.  Le  point  'C  est  encore  dans  ce  plan  O^t. 

Pour  l'avoir  il  faut  considérer  le  cercle  de  diamètre  -o-;,  orthogonal  au 
plan  O^Y];  ce  plan  coupe  ^O^en  B  dont  l'affixe  par  rapport  aux  axes  O;,  Ot 
de  ce  plan  est  égal  à  z.,  (d'ailleurs  z.,  =  z'.^).  l  sera  sur  le  cercle  orthogonal  à  Oç 
passant  par  AB,  c'est  un  résultat  déjà  trouvé  dans  la  première  Partie.  Ce  cercle 


Fij 


n'est  autre  que  le  cercle  «,^2^3  qu'on  a  fait  tourner  de  90*^  autour  de  Oi  de 
façon  à  amener  z.,  en  B.  '(  se  projettera  en  P,  au  point  de  rencontre  de  O^  avec 
la  droite  joignant  z.,  au  point  de  concours  K^  des  tangentes  en  ^,  r.,  au  cercle 
z^z.2Z■^.  (En  effet  on  peut  remarquer,  dans  le  cas  général  de  la  réduction  de 
la  forme  cubique,  que  la  projection  de  t  sur  OHy]  est  l'intersection  des  trois 


(1)  Il  y  a  toutefois  une  remarque  à  faire  :  ^  étant  dans  le  demi-plan  0;-  appartient  à  la  fois  à 
deux  penlaèdres  ITi  et  112  symétriques  par  rapport  à  ce  plan.  La  snbstitulion  qui  amène  sur  IIq 
celui  des  deux pentaèdres  ITi  qui  est  du  même  côté  que  \\q  par  rapport  au  plan  O^t  est  une 
substitution  réelle  S,  elle  conserve  le  demi-plan  analytique  O^y)  (v)>o)  et  le  demi-plan  O^t. 
C'est  celle-là  qui  est  la  substitution  à  laquelle  on  est  conduit  dans  la  première  Partie  pour 
réduire  /.  Pour  amener  112  sur  IIq  il  faut  l'amener  d'abord  sur  IIq  symétrique  de  llo  par  rapport 
au  plan  0^-  et  ceci  se  fait  par  S,  puis  amener  n'^  sur  llo,  ce  qui  se  fait  par  la  substitution 


(^) 


X  ^=  iX, 


en  sorte  que  la  substitution  S  2  qui  amène  II2  sur  Ho  n'est  pas  à  coefficients  réels  :  d'ailleur 
elle  conserve  le  demi-plan  O^t  mais  échange  le  demi-plan  r,  >  o  en  r,  <  o  dans  0;r,  ;  en  sorte 
que  S  3:,  proprement  modulaire  dans  le  groupe  de  Picard,  est  improprement  modulaire  dans  le 
groupe  de  substitutions  réelles  si  on  la  considère  après  diiision  des  seconds  membres  par  i 

[a  en  effet  le  déterminant  (— i)    .    On    n'envisagera    donc   que    la  forme  /S    pour 
avoir  les  mêmes  résultats  que  dans  la  première  Partie. 
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droites  3,K,,  z.,K.,,  ^jK,,  K,  étant  Tintersection  des  tangentes  en  ;^2  ("t -a  ^u 
cercle  ^|^2^'3^  ....^ 

Mais  il  est  clair  qu'alors,  si  D  désigne  le  point  ou  le  cercle  z^z.,z^  coupe  O^, 

on  aura 

PC__     PC 
VA  ~         DA 

En  effet,  un  calcul  élémentaire  montre  que 

PC  CZ 

=. =z —  '2  SI  11-// 


FA  KoA 

en  posant  ii  —  DA^o  et  Ton  trouve  immédiatement 


DG 

=^  SIIK//, 


DA 


d'où  la  relation  en  question  qui  est  bien  celle  que  nous  avions  trouvée  dans  la 
première  Partie  ('). 

Les  résultats  trouvés  dans  les  deux  cas  différents  de  la  première  Partie,  sous 
lesquels  se  présentait  la  forme  cubique,  sont,  avec  notre  méthode,  les  deux 
aspects  sous  lesquels  se  présente  un  seul  et  même  résultat  général  obtenu  précé- 
demment sur  la  forme  cubique  générale. 

La  forme  hiquadratique.  —  Prenons  la  forme 

f—a{x  —  z.,y){x  —  z.y)  {x  —  z.,r)  {œ  —  Zj^y) 
et  son  associée 

^  =:,  t\3P:o{x  —  z,  y)  -\- .  .  .-\-  tl^Tc  {x  -  z,  y). 

Les  propriétés  connues  du  barycentre  non  euclidien  prouvent  que  'C  représen- 
tatif de  9  sera  le  barycentre  non  euclidien  des  deux  points  t^.^  et  '(;,,  ainsi 
définis  : 

Çi2,  de  masse  /^  -1-  t\,  est  barycentre  non  euclidien  de  z^  et  z^  adectés  des  masses  t\,  t\, 

Ç34,  »  tl  +  t\^  »  2:j  et  z,_,  »  ll^  II. 

^,2  représente  la  forme 

t\dX,{x  —  Ziy)  +  tl3l,{x  —  z^_y)\ 

(')  D'ailleurs  on  voit  que  dans  ce  cas  la  forme  d'Eisenslein,  qui,  on  le  sait,  est  représeiilée  par 
le  demi-cercle  issu  de  Z,  orthogonal  à  la  sphère  "C^z^ZiZ^,  a  son  cercle  représentatif  dans  le 
plan  O;-:  (puisque  la  sphère  de  grand  cercle  z^z^z^  est  orthogonale  à  ce  plan).  Celle  forme 
d'Eisenslein  a  donc  ses  deux  racines  réelles. 

C'est  donc  une  forme  quadratique  à  coefficienls  réels  indéfinie.  D'où  un  moyen  bien  simple 
de  distinguer  les  deux  cas  que  peuvent  présenter  les  formes  cubiques  à  coefficienls  réels,  selon 
que  la  forme  quadratique  d'Eisenstein  correspondante  est  définie  ou  indéfinie. 


FORMES  BINAIRES  NON  Ql  ADIVVTIQIJKS.  1^5 

il  décrit  le  demi-cercle  de  diamètre  z^z.,  orthogonal  au  plan  Olq.  Si  Ton 
remarque  que  le  déterminant  de  t;  ol(x  —  z^y) -h  tldz(.x  —  z.iY)  n'est  pas 
autre  chose  que  t'-Jl  >x.(z^  ~  j,),  on  voit  qu'on  peut  écrire 

/\^{j:  — -1  r)  +  tl^X,  {x  —  z,_y)  ~  tit.,Oi, 

0,  étant  une  forme  quadratique  positive  à  indéterminées  conjuguées  de  déter- 
minant  fixe   ,;)b(j,  —  j.)  =  0,  dont   le  point  représentatif  "C^  est   un   point 
quelconque  de  la  droite  non  euclidienne  ZfZ.,. 
En  définitive  on  peut  écrire 

9  =  "Aj  9,+ X"^  92,         en  posant         l\z=titi,         /.^~^,^,, 

9,  étant  une  forme  d'Hermite  définie  de  déterminant  fixe  o,  =  .)b(s,  —  ^o)dont 
le  point  représentatif  est  quelconque  sur  la  droite  non  euclidienne  z^  z.  ;  Oo  une 
forme  d'Hermite  définie  de  déterminant  o.,  =  ^L(z.i  —  -,)  dont  le  point  représen- 
tatif est  quelconque  sur  la  droite  non  euclidienne  z.;^z^.  çi  dépend  bien  de  quatre 
paramètres  /,,  /o,  /;,,  /,,,  ou  bien  X,,  X^,  le  paramètre  dont  dépend  o,  et  le  para- 
mètre dont  dépend  Ço- 

La  décomposition  précédente  de  o  peut  d'ailleurs  se  faire  de  trois  manières 
correspondant  aux  trois  façons  d'accoupler  les  racines  deux  à  deux  : 

{ziz^)  et  (C3C;);     (^,^3)  et  (=2^4);     (z^z,,)  el  (^2^3). 

Ceci  étant  rappelé  qui  rapproche  ce  que  nous  disons  du  dcinier  Chapitre  de  la 
première  Partie  où  l'on  a  exposé  une  nouvelle  façon  d'envisager  la  méthode  de 
réduction  continuelle  d'Hermite,  il  faut  considérer 

et  chercher  son  minimum. 

Il  revient  au  même  de  chercher  le  minimum  de 


en  vertu  des  relations  qui  rattachent  les  /  aux  A. 
Or  si 

9,  =  /j>,^.37'~  ry,.r/' — v'i  ï''.}' + /'i  Vj'  on  a         yt», /•,  —  ^,y',  =  o,   five  =  ^^(s,  —  c,); 

92 m p.,xx'  —  q-ixy'  —  ^2 ^■' y  +  '2 yy'         °"  ^         Pi ''2  —  '72^2  =^^î  fixe  =r  Ob ( ^.,  —  z^). 

f^\Oi  -\-  Ai;o^  a  pour  déterminant 

(3  =  /.}  0,  +  l\  d^  -+-  A\  V-  (/>,  /:,  +  p._ i\~  q,q'^-  r/2  7',  ). 

Et  il  faut  chercher  pour  quelles  valeurs  de  X,,  \..  et  pour  quelles  positions  des 
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points  représentatifs  de  cp,  et  (p^  sur  leurs  lieux  r-y^  est  minimum.  La  recherche 
est  toute  pareille  à  celle  du  dernier  Chapitre  de  la  première  Partie, 

0  est  la  somme  de  deux  parenthèses  dont  la  première  ne  dépend  que  de  X,  etXo, 
dont  la  seconde  ne  dépend  que  des  formes  ©,  etcp^.  Le  minimum  s'obtiendra  en 
prenant  à  la  fois  le  minimum  de  chacune  des  parenthèses. 

^^  T^K-+-  =^^0  est  une  somme  de  deux  termes  dont  le  produit  est  constant. 

Elle  sera  minimum  lorsque 

Ma  —  Ma 

c'est-à-dire 

Il  est  facile  de  voir  que  le  barycentre  '(  des  deux  points  t^o  et  '(„.,  représenta- 
tifs de  9<  et  Ç)^  affectés  des  masses  ci-contre  est  le  milieu  non  euclidien  des  deux 
points  'Cl 2,  Cr,- 

En  effet,  Taffixe  de  la  projection  P  de  t  est  ^r^ — s-f^- 

L'affixe  de  la  projection  P,2  de  'C,o  est— • 

Pi 

L'affixe  de  la  projection  P3,  de  (3,,  est  —  • 

L'affixe  de  P  s'écrit 

A>,  (l\_^  l^p,  q'. 


l'iPi  -+-  l'i Pi  Pi       l'î  pi  +  Ajpi  p 
et  l'on  voit  ainsi  que  P  est  sur  P,2  P34  avec 


PP12  _  _  '^jp-i  _^_      v^  Pi 

/^r 

La  cote  P,.>C|o  de  C2  est  comme  on  sait  — • 

Pi 

^  /~ 

La  cote  f^/C-i-,  de  '(,,,  est  comme  on  sait  —  • 

Donc 

Pareil  _yg[ /^. 

Donc 

""12 ^  12C12 

i  i  3*  '  34Ç34 
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Donc  P  est  rintersection  de  P,^^,  avec  la  droite  joignant  'C3,  à  (,,  symé- 
trique de  ^,2  par  rapport  au  plan  O^q. 

Donc  enfin  '(  esl  milieu  non  euclidien  deX^^-^el  '(3,. 


Fig.  oa. 


2"  Il  faut  enfin  chercher  les  positions  de  'C^  et  'C3,,  sur  leurs  lieux  qui  rendent 
P\V.i-\- pii\  —  ^i'72 — ^h-'l\   minimum. 

Or  si  Ton  passe  pour  un  instant  à  la  représentation  projective  des  formes,  il 
est  facile  d'interpréter  cette  quantité. 

Avec  cette  représentation  ::,,  ^o,  -3,  3,  sont  quatre  points  de  la  sphère  £  qui 
représentent  les  quatre  formes  D^(x'  —  z^y)^  .. .,  ^(^x  —  z.^y^,  '(,2  est  un  point 
variable  du  segment  z^z.,  qui  représente  la  forme 

<s>,—p^xx'  —  (/i  xy'  —  q\  x' y  +  i\  y  y' 

de  déterminant  fixe  0,  =  x(-s,  —  ^o);  ses  coordonnées  homogènes  sont  /?,,  y,, 
q\,  i\.  ^34  est  un  point  variable  du  segment  z^z^  qui  représente  la  forme 

<^ï  —  Pi.xx'  —  q^ xy  '—fj'iX'y  -\-  '•, yy' 
de  déterminant  fixe  o.^  =--  3^(^3  —  z^);  ses  coordonnées  homogènes  sont  p.,,  c/.^, 

Cherchons  quelles  positions  de  'C,2  et  '(3,  sur  leurs  lieux  respectifs  rendent 

d=z  p^t\-\-  p^i'x —  ^\(j'i  —  ^2  71   minimum. 

(^s'introduit  si  l'on  cherche  les  points  où  la  droite  Ca^:)»  coupe  2;  leurs  coor- 
données sont  de  la  forme 


Pi^Pi'-       qi+qi^, 


q:,A. 


/•,+  rjA, 
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OÙ  X  vérifie  l'équation 

(y),  +  y>/A  )  (  i\  +  i\l)  —  (  V,  +  72 >•  )  (  V'i  +  7o  /.  )  =  o, 
/,-  O-i  +  À  r/  +  Ô,  rr  o. 

Celte  équation  a  deux  racines  réelles,  car  t^.,  et  'C34  étant  intérieurs  à  i],  la 
droite  qui  les  joint  coupe  la  sphère  en  deux  points  réels. 
D'ailleurs  d-  —  l\^^  §^>o  en  vertu  de  la  relation 

d  ô,  0.,  fq,         <7, 


P^P-i         p\  PI  \Pi  P2 

qui  montre  que  d^o,  car  on  peut  supposer/;,  et  p.,  positifs,  d'où  se  tire 

Cl-  0:  0%  20,0,  ,  ...  ^  . 

'    '  j^  +  des  termes  positifs  comme  0,  et  ôo, 


PI  Pi        Pi        PI        P\P 
et  ceci  donne 


>     ,     /.  d'où          û^^  >  4  «5i  ôj. 


Donc 


Pi  PI      P\P\ 


d'^  1  y/ôi  (5, 


Mais  alors,  en  imitant  le  calcul  fait  pour  le  cas  de  deux  dimensions,  la  dis- 
tance des  deux  points  'C^,  '(34,  en  prenant  2  pour  quadrique  fondamentale  de  la 

géométrie  non  euclidienne,  sera  log^i  à  un  facteur  numérique  près  positif. 

Or 

>•■  _{d+\Jd'-kà,6^y 


A,  4  ^1  ^2 


d  sera  minimum  en  même  temps  que  d  -\-sJd-—  4<5,  0.^  si  l'on  suppose,  comme 

on  l'a  vérifié,  d'^  isj^^o.y^  en  môme  temps  que  .—  et  que  log^-  Le  minimum  de 

d  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de  la  distance  non  euclidienne  des  deux  points 
C(2>  C3/,.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  (')  on  voit  que  ceci  arrivera  lorsque 
X,^^  et  (34  seront  les  pieds  de  la  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  aux 
deux  droites  z,3o  et  z.;^z,^.  Nous  nous  supposons  placés  bien  entendu  dans  le  cas 
général  où  les  quatre  points  5,,  :^2:  ^z-,  -^/,  ne  sont  pas  dans  un  môme  plan  non 
euclidien,  c'est-à-dire  ne  sont  pas  dans  le  plan  O^y]  sur  un  même  cercle. 

(1)  On  voit  d'ailleurs,  en  laissant  Ç12  fixe  et  faisant  varier  Ç34,  le  minimum  de  la  dislance  d'un 
point  d'une  droite  étant  comme  en  géométrie  euclidienne  donné  par  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  sur  la  droite,  que  ^12^34  doit  être  perpendiculaire  à  -33^4.  Pour  la  même  raison  il  doit 
l'être  à  Si52,  et  il  est  évident  que  la  perpendiculaire  commune  réalise  le  minimum,  car  on  est  sur 
par  avance  de  l'existence  de  ce  minimum,  et  l'on  vient  de  voir  qu'il  ne  peut  èlre  donné  que  par 
la  perpendiculaire  commune. 
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Si  les  quatre  points  étaient  sur  un  même  cercle  le  tétraèdre  non  euclidien 
-I  -2  -3  -',  se  réduirait  à  un  quadrilatère  convexe  ;  dans  ces  conditions  si  z^Z2  et 
z^z,  ne  se  coupent  pas  à  l'intérieur  de  1  le  raisonnement  précédent  vaut  encore; 
si^,^2  et  ^35,  se  rencontrent  dans  S,  alors  l^._,  et  '(3^  devront  ainsi  que  leur 
milieu  '(  être  confondus  avec  ce  point  de  rencontre,  mais  ce  cas  rentre  bien  dans 
le  cas  général. 

En  résumé,  la  correspondante  9  de/ a  un  point  représentatif  (^  doué  des  pro- 
priétés suivantes  : 

'(  est  le  milieu  non  euclidien  des  deux  points  où  la  perpendiculaire  com- 
mune non  euclidienne  à  deux  arêtes  opposées  quelconques  du  tétraèdre  non 
euclidien  z^z.yZ^z,,  rencontre  ces  deux  arêtes.  En  effet,  les  deux  droites  non 
euclidiennes  z^z.;,  et  ^3:^,,  sont  deux  arêtes  opposées  quelconques  du  tétraèdre 
non  euclidien  z^z^z^z.^. 

Ces  propriétés  déterminent  complètement  la  correspondante,  elles  déter- 
minent d'ailleurs  un  seul  système  de  valeurs  de  t\tltlt\  rendant  G  minimum. 
En  effet  la  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  à  z^  z.,  et  z^z^  par  exemple 

détermine  o,  et  Ço?  c'est-à-dire  détermine  les  rapports  -|  et-|(puisque  ce  sont 

ces  rapports  qui  fixent  la  position  de  'C,._,  et  '(:,,)  de  façon  unique.  Ensuite  t]  et 
tl  eux-mêmes  sont  déterminés  par  la  connaissance  de  XJ  =  /,  /o,  de  même  que 
tl,  /J  sont  déterminés  parX^  =tj;,',  XJ  etX^  n'étant  connus  qu'à  un  facteur  près, 
/j,  t\^  ^3,  t'i  ne  le  seront  aussi  qu'à  un  même  facteur  près,  ce  qui  n'a  aucune 
importance. 

Gomme  il  y  a  trois  façons  d'accoupler  les  racines  deux  à  deux,  c'est-à-dire 
trois  couples  d'arêtes  opposées  du  tétraèdre  non  euclidien,  il  y  a  trois  perpen- 
diculaires communes  à  deux  arêtes  opposées.  Comme  il  n'y  a  d'autre  part,  ainsi 
que  nous  venons  de  le  voir,  qu'une  seule  correspondante  de  f,  il  faudra  bien 
que  ces  trois  perpendiculaires  communes  concourent  au  point  '(  représentatif 
de  cp  et  que  ce  point  '(  soit  milieu  non  euclidien  de  chacune  d'elles. 

La  méthode  de  réduction  continuelle  pour  une  forme  quadratique  nous 
conduit  donc  à  ce  résultat  intéressant  : 

Dans  un  tétraèdre  non  euclidien  ayant  ses  sommets  sur  la  quadrique 
fondamentale  S,  les  trois  perpendiculaires  communes  (non  euclidiennes) 
aux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  concourent  en  un  point  1^  qui  est  milieu  non 
euclidien  de  chacune  des  plus  courtes  distances  envisagées .  (La  plus  courte 
distance  est  le  segment  de  la  perpendiculaire  commune  qui  joint  les  pieds  de 
cette  perpandicuiairc  sur  les  deux  droites  qui  la  définissent.) 

C'est  là  un  résultat  auquel  est  partiellement  parvenu  M.  Wedekind  (t.  IX 
des  Mathematische  Annalen)  par  de  tout  autres  considérations  en  partant 
comme  M.  Klein  de  la  théorie  algébrique  des  covariants.  A  vrai  dire,  dans  le 
Mémoire  de  M.  Wedekind  comme  dans  celui  de  M.  Klein  (même  volume),  le 

J.  17 
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résultat  n'est  pas  explicite  mais  peut  se  déduire  facilement  des  considérations 
exposées.  Il  était  cependant  intéressant  d'arriver  tout  naturellement  et  logique- 
ment par  la  méthode  de  réduction  continuelle  à  ces  résultats  simples. 

Nous  allons  y  arriver  par  la  voie  directe  et  purement  géométrique  suivante  : 

i"  Construction  de.  la  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  à  deux 
droites  non  euclidiennes  z^  z.,  et  z^z,,.  —  Prenons  les  deux  cercles  F,  et  Fo  de 
diamètre  ^,^^2  Gt  z^z,,  orthogonaux  aux  plans  O^yj  (droites  non  euclidiennes) 
et  cherchons  un  cercle  également  orthogonal  à  O^y]  qui  rencontre  les  deux  pré- 
cédents à  angle  droit. 

Envisageons  les  deux  sphères  orthogonales  à  O^y]  qui  passent  la  première 
par  ^3  la  deuxième  par  z,,  et  qui  ont  pour  points  limites  s,  et  z^*  Elles  sont 
orthogonales  à  F,.  Il  existe  une  sphère  L  réelle,  orthogonale  à  F,,  par  rap- 
port à  laquelle  les  deux  sphères  précédentes  sont  symétriques  l'une  de  l'autre. 

(D'une  façon  précise,  si  ^à^  =  A i  et 4^  =  /fo,  la  sphère  S  sera  le  lieu  des 

points  a-  tels  que  Z^  =\/A,/f.,.  )  S  rencontre  F,  orthogonalement  en  un  point 

azi  '  / 

réel  CD,;  co,  n'est  autre  que  le  pied  Co  de  la  perpendiculaire  commune  non 
euclidienne  cherchée. 

Faisons  en  effet  une  inversion  par  rapport  au  pôle  Wj  symétrique  de  (o,  par 
rapport  au  plan  O^y].  Le  plan  O^rj  devient  une  splière  S  de  centre  (2,  inverse 
de  (o,  ;  Zi  et  z.,  deviennent  deux  points  Z,  et  Z^  diamétralement  opposés  sur  S. 
S  devient  le  plan  équatorial  t:  orthogonal  à  Z,Zo.  Les  sphères  envisagées  pré- 
cédemment qui  passaient  par  z.^  et  z^  deviendront  deux  sphères  symétriques 
par  rapport  à  ir  ayant  leurs  centres  sur  ZjZj  et  orthogonales  à  S.  D'où  l'on 
conclut  que  Zg  et  Z,  inverses  de  s.,  et  z-„  seront  à  égale  distance  de  tt  et  de  part 
et  d'autre.  Ceci  montre  que  le  milieu  ordinaire  du  segment  ZgZ,  est  dans  tt  le 
pied  de  la  perpendiculaire  ordinaire  A  abaissée  de  12,  sur  ZgZ,,.  De  là  suit  aussi 
que  cette  dernière  droiie  A  rencontrera  à  angle  droit  le  cercle  mené  par  Zg 
et  Z,  orlhogonalement  à  la  sphère  S  qui  est  l'inverse  de  la  droite  non  eucli- 
dienne ^^  s,.  Revenant  à  la  figure  primitive,  A  va  se  transformer  en  un  cercle 
passant  par  co,,  orthogonal  au  plan  O^y],  et  rencontrant  à  angle  droit  les 
cercles  F,  et  Fo.  Ceci  montre  bien  que  o),  est  le  pied  sur  F,  de  la  perpendi- 
culaire commune  non  euclidienne  à  F,  et  Fo. 

Avec  la  représentation  projective  de  la  Géométrie  non  euclidienne  avec  S 
pour  quadrique  fondamentale,  la  perpendiculaire  commune  à  z^z.^  et  ^3:^4  est 
une  droite  qui  rencontre  s,  So?  ^3-^/,  et  leurs  conjuguées  par  raj)port  à  la  sphère. 
Or  il  existe  deux  droites  rencontrant  z^  z^,  z^z,,  et  leurs  conjuguées  par  rapport 
à  la  sphère.  Ce  qu'on  a  vu  précédemment  montre  que  l'une  d'elles  est  réelle  et 
coupe  la  splière;  alors  l'autre  sera  complètement  extérieure  à  la  sphère  et  ne 
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nous  intéressera  plus  en  Géométrie  non  euclidienne.  H  y  a  donc  une  et  une 
seule  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  à  deux  droites  non  eucli- 
diennes et  nous  avons  appris  à  la  construire  ('). 


2°  Les  trois  perpendiculaires  communes  forment  un  trièdre  non  euclidien 
trirectangle.  —  Envisageons  alors  la  perpendiculaire  commune  aux  arêtes 
opposées  5,^2  ^^  ^u^i-  Elle  rencontre  ^,Z2  et  -.,:j^  en'Cj  et'Csi  et  nous  savons 
que  'C  représentatif  de  la  correspondante  de/ est  milieu  non  euclidien  de'CaCs*- 

Faisons  une  inversion  de  pôle  C  symétrique  de  '(  par  rapport  au  plan  0$y). 
Le  plan  O^y]  devient  une  sphère  S  de  centre  (o  inverse  de  '(.  La  droite  non 
euclidienne  (^,0(3/,  devient  un  diamètre  A  de  cette  sphère  et  les  deux  droites  non 
euclidiennes  5,52  et  ^33^  deviennent  deux  arcs  de  cercle  ZjZa  et  Z:,Z^  orthogo- 
naux à  A  et  à  la  sphère  S.  De  plus  o)  doit  être  milieu  ordinaire  de  deux  points 
où  ces  deux  arcs  ZjZaCtZjZ^  rencontrent  A.  Ceci  prouve  que  les  deux  segments 
de  droite  ordinaire  Z^Za  et  ZgZ,,  sont  orthogonaux  à  A,  de  plus  ils  sont  à  égale 
distance  du  centre. 

Fie.  53. 


Mais  alors  les  deux  segments  Z.Zj  et  ZjZ^  sont  symétriques  Tun  de  l'autre 
par  rapport  à  A,  la  perpendiculaire  commune  ordinaire  à  Z,Z.,  etZ.Z.,  passe 
parle  centre  co  de  S  et  elle  joint  les  milieux  de  Z.Zg,  et  Z2Z,;  cette  perpendicu- 
laire commune  rencontre  A  à  angle  droit,  elle  rencontre  aussi  à  angle  droit  les 
deux  cercles  passant  respectivement  par  L^  et  Z3,  Z.  et  Z4  et  orthogonaux  à  S. 

Si  Ton  revient  à  la  figure  primitive,  cette  dernière  droite  envisagée  devient 
un  cercle  passant  par  ^,  orthogonal  au  plan  O^y)  et  rencontrant  à  angle  droit 
les  deux  cercles  de  diamètre  z,  ^3  et  ^2  ^4  orthogonaux  au  plan  O  lr\ .  Ceci  prouve 
que  la  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  aux  deux  droites  non  eucli- 
diennes 5,  ^3  et  z.,z,  passe  aussi  par  '(,  et  comme  dans  la  figure  inverse  considérée 


(')  On  rapprochera  notre  construction  de  celle  donnée  par  ÏVl.  Wedekind  (t.  IX  des  Matheina- 
tische  Annalen). 
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plus  haut  0)  est  à  égale  distance  des  deux  cordes  ZiZg  et  ZoZ,,  '(  est  milieu  non 
euclidien  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  non  euclidiennes  z^z^ 

On  a  donc  prouvé  que  les  trois  perpendiculaires  communes  aux  arêtes 
opposées  d'un  tétraèdre  non  euclidien  ayant  ses  sommets  sur  la  quadrique 
fondamentale  concouraient  en  un  point  '(  qui  était  le  milieu  non  euclidien 
de  chacune  d'elles.  Il  résulte  encore  du  fait  que  dans  la  figure  inverse  la 
droite  A  est  orthogonale  en  w  à  la  perpendiculaire  commune  ordinaire  à  ZiZg 
et  ZjZ,,,  que  les  trois  perpendiculaires  communes  non  euclidiennes  précédentes 
forment  un  trièdre  non  euclidien  qui  est  trirectangle. 

La  méthode  de  réduction  continuelle  nous  conduit  ainsi  très  simplement  au 
point  C  qui  est  lié  d'une  façon  covariante  aux  points  s,,  z.,^  ^3,  s,,. 

Car  par  toute  substitution  S  du  groupe  de  Picard  et  par  la  transformation  T 
du  demi-espace  qu'elle  définit,  la  forme/ se  transforme  en  /*,  équivalente  dont 
les  racines  z\^  z\^  z\,  z\  dérivent  de  j^,,  z^^  S3,  z,^  par  la  transformation  T  et 
comme  cette  T  est  un  mouvement  non  euclidien  qui  conserve  les  distances  et 
les  angles,  X,  associé  comme  nous  l'avons  vu  à  ^, ,  ^o,  ^3,  z,^  se  transformera  en  (I, 
associé  de  la  même  façon  à  z\^  z\.,  ^J,  z\.  C'est  en  cela  que  consiste  le  fait  pour'C 
d'être  un  co variant  des  points  s,,  :;;2,  z^  z,,,  et  pour  la  forme  cp  correspondante 
de  f  représentée  par  C  d^être  un  covariant  quadratique  à  indéterminées  con- 
juguées de  la  forme  f. 

Il  y  a  plus  :  par  l'inversion  relative  à  '('qui  n'est  en  somme  qu'une  projection 
stéréographique,  z^^  z.,,  z^^,  z^  deviennent  quatre  points  Z,,  Zo,  Z3,  Z^  d'une 
sphère  S  qui  sont  tels,  d'après  tout  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  que 
Z2,  Z3  et  Z^  sont  les  symétriques  de'^L^,  par  rapport  aux  tî^ois  axes  d'un  trièdre 
trirectangle  ayant  son  sommet  au  centre  de  la  sphère.  Les  trois  axes  de  ce 
trièdre  sont  chacun  un  axe  de  rotation  binaire  qui  ramène  le  tétraèdre  ZfZjZgZ, 
sur  lui-même.  Donc  dans  la  figure  primitive  le  tétraèdre  non  euclidien 
5,,  5o,  :?3,  S4  admet  trois  rotations  non  euclidiennes  binaires  dont  les  axes  sont 
les  trois  perpendiculaires  communes  non  euclidiennes  aux  trois  couples  d'arêtes 
opposées.  Ces  trois  axes  non  euclidiens  forment  un  trièdre  trirectangle. 

Il  est  bien  évident  que  si  l'on  considère  la  forme  binaire  T  du  sixième  degré 
dont  les  racines  sont  les  points  où  les  trois  axes  précédents  (cercles  orthogonaux 
au  plan  O^yj)  percent  le  plan  O^v],  celte  forme  est  un  covariant  de  la  forme  f^ 
car  les  relations  d'orthogonalité  qui  sont  les  seules  au  fond  par  lesquelles  est 
définie  la  forme  T  se  conservent  par  toute  transformation  du  demi-espace 
associée  à  une  substitution  du  groupe  de  Picard.  Le  covariant  du  sixième  degré  T 
ainsi  associé  à  une  forme  biquadratique  /  est  bien  connu  dans  la  théorie 
algébrique  de  ces  formes.  C'est  en  partant  des  propriétés  de  ce  covariant 
déduites  de  la  théorie  algébrique  que  M.  Klein  {Mathematische  Anrialen, 
t.  IX)  a  donné  de  la  forme  biquadratique/"  et  de  son  covariant  du  sixième  degré 
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précisément,  la  représentation  à  laquelle  nous  a  conduit  tout  naturellement  la 
réduction  continuelle,  après  inversion  relative  au  pôle  *(',  à  savoir  :  Z,,  Za,  Z,,  Z, 
racines  de  la  forme  f  se  déduisent  de  Z,  par  symétrie  relativement  aux 
trois  axes  d'un  tricdrc  trireclangle  ayant  son  sommet  au  centre  de  la  sphère 
qui  porte  les  racines;  la  forme  covariante  T  du  sixième  degré  a  ses  racines 
représentées  par  les  points  où  les  trois  axes  du  trièdre  trircctangle  percent 
la  sphère.  i\  est  remarquable  qu'on  puisse  arriver  à  ces  représentations  géomé- 
triques très  simples  en  partant  de  la  théorie  arithmétique  de  la  réduction. 

Si  l'on  voulait  calculer  explicitement  T  voici  comment  on  pourrait  faire.  La 
rotation  non  euclidienne  qui  permute  {z^  et  z.,).,  (^z.^  et  r,)  se  traduit  par  la 
relation 

\^1   ■"!?  -^21   ^3)  ^^   \^   >   -^21  -^li   ^-f,)- 

Ses  points  doubles  qui  sont  deux  des  racines  de  T  sont  données  par 

(C,  C,,  ^2»  -^3)  ^^  (-^)  *'2)    ~-\l  •^4)) 

qui  s'écrit 

(  -,  _  ^^3)  (  -  _  -,)  (  -  _  -,J  +  (-,_  z,)  {z~z.,){z-Zi)  =  o. 

Les  deux  autres  couples  de  racines  de  la  forme  T  seront  déterminées  de 
même  par 

{z^  —  z,){z  —  z,,){z-  z,)  +  {z^~z,){z-z,){z  —  z.,)^o 

et 

{z,~z,){z-z.^{z-z,)  +  {z,-z,){z~-z,){z~z,)  =  o. 

Le  produit  membre  à  membre  de  ces  trois  équations  fournit  une  équation 
du  sixième  degré  quia  pour  racines  les  racines  de  T  et  dont  le  premier  membre 
n'est  autre  que  T  {z,  i).  Nous  pouvons  nous  servir  d'ailleurs  de  ces  trois  équa- 
tions pour  écrire  des  conditions  de  réduction  de  la  forme  y. 

En  effet,  les  trois  formes  quadratiques  de  Dirichlet  dont  les  racines  sont 
données  par  ces  trois  équations,  à  savoir  : 

f,  —  {z^  —  z^){x  —  z^y){x-z,y)  +  {z^—z,){x-z^y){œ—z^y), 
f^={z^-z,){x  —  z,y){a;-z,y)  +  {z,-z,){x—z^y){x  —  z._y), 
/,=  {zi-  z,)  {ce  -  z,y)  {x  —  z,y)  +  {z.-  z,)  {X  —  z,  y)  {x  -  z^y), 

seront  représentées  par  les  trois  perpendiculaires  communes  non  euclidiennes 
aux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  non  euclidien  Zi,  z.,,  r.,  z,,.  Lorsque  le  point  Z, 
étant  l'intersection  de  ces  trois  droites  non  euclidiennes  sera  dans  -(,,  domaine 
fondamental  du  groupe  de  Picard,  les  trois  droites  non  euclidiennes  coupe- 
ront TTcj  elles  représenteront  donc  des  formes  quadratiques  réduites.  Donc 
pour  que /soit  réduite  il  faut  que  les  trois  formes  de  Dirichlet/,, /o, /s  soient 
rèdmles,  mais  ceci  n'est  pas  suffisant.  Les  conditions  qui  expriment  que/,./,. 


l34  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

/a  sont  réduites  sont  nécessaires  pour  que  /soit  réduite,  mais  non  suffisantes. 
Nous  terminerons  le  cas  des  formes  biquadra tiques  en  montrant  comment  le 
calcul  de  la  correspondante  de  y  peut  se  conduire  jusqu'au  bout  par  la  méthode 
directe.  Le  déterminant  S  de  ç  est 

4 

§  =  ^^  if  if  DL{zi  —  Zj)  =  \^ ).,Xy  DLizi  —  zj)  en  posant  ).,  1=  if. 

Il  faut  chercher  son  minimum  lorsque  (t^tltlt^)  est  supposé  constant.  Ceci 
donne  les  équations 


Considérons 


^     âè .     de  .     âd  ^    àà  1  » 

et  puis 

Ajoutons  les  deux  premières  et  retranchons-en  les  deux  dernières,  il  vient 

lili  3(L{Zi  —  -^2)  =  ^3^4  3b(-S3 —  ■S4)) 
et,  par  d'autres  combinaisons  analogues,  on  a 

Xj  X3   Db  (^1  —   C3)   =  Izll,   dl,{Z2  —   S;  ), 
Al/ia/t)^*!  ^4  )  — —  A2  ^3  (s)ï)  ( -32 -"s). 

De  là  se  tire  bien  simplement 

V[  —  X\{h.^— — - — —-  en  posant  3b,7  ==  ^(5,  —  5y), 

i;bi2  î/bl3  a'bn. 

ce  qui  donne  pour  X*,A.',,X3,X^  des  valeurs  proportionnelles  à 

(Db34  (>/b24  J^J23  Jbjs  «7v>34  ^041 

a)bi2  ii)bi3  i/bi4  a/tij  J t)23  2/O24 

La  correspondante  de /s'obtient  donc  pour  les  valeurs  suivantes  des  para- 
mètres 

1  1 

rji2  /  3b23'3^34  5b42\  rrio  /   311)  1  2  5b24  =^^14 


5)î>12  3î.l3  3til4/  \  (Dbsi  3*332  3'v)34 

1  _ 

rpo  /    3î)I3c)lJ34  3î)4t  \  *  rpa  /  (9T]>i2  3bi3a)b23  \ 


aJUjl  !>)ï>23  3b24  /  \  tt)b4i  ii)b42  <i'b43 


Ce  calcul  effectif  de  (^  correspondante  de  /  exige   la  connaissance  des 
racines  de  f^  il  ne  semble  pas  qu'on  puisse  tirer  directement  les  coefficients 
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de  cp  de  ceux  de  /sans  passer  par  les  racines  de/.  D'ailleurs,  en  pratique,  on 
pourra  faire  des  calculs  approchés  pour  trouver  ces  racines,  ce  qui  donnera  ^ 
avec  une  certaine  approxinialion  connue.  Celte  approximation,  qui  est 
d'autant  plus  serrée  que  celle  des  valeurs  approchées  des  racines  l'est,  pourra 
être  rendue  assez  petite  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'hésitation  sur  la  connaissance 
du  pentaèdre  u  dans  lequel  tombera  le  point  X,  représentatif  de  «p,  ce  qui  équi- 
vaut à  dire  en  somme  que,  si  l'on  réduit  la  forme  approchée  ^  trouvée,  elle 
restera  réduite  tant  que  les  coej/icients  resteront  dans  les  limites  trouvées 
pour  r approximation^  si  cette  approximation  est  assez  serrée^  et  c^est  tou- 
jours la  même  substitution  qui  la  réduira,  sauf  dans  le  cas  où  le  point  *C  repré- 
sentatif de  la  correspondante  de  /serait  lui-même  sur  une  des  faces  de  la  divi- 
sion pentaédrique  de  l'espace,  auquel  cas  il  y  aurait  deux  réduites  pour  f,  et 
on  les  trouverait  en  faisant  varier  les  coefficients  de  la  forme  approchée  trouvée 
pour  ç»  dans  les  limites  de  l'approximation;  il  y  aurait  deux  formes  réduites 
à  considérer  pour  cette  forme  approchée  et  suivant  les  valeurs  des  coefficients 
dans  les  limites  d'approximation  c'est  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formes  qui 
serait  réduite  ;  par  les  deux  substitutions  réductrices  ainsi  trouvées  se  dédui- 
raient de  f  les  deux  formes  réduites  équivalentes. 


CHAPITRE  IV. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  AUX  FORMES  A  COEFFICIENTS  RÉELS. 


On  a  vu,  dans  une  remarque  faite  à  propos  de  l'application  de  la  méthode 
générale  aux  formes  cubiques  y  à  coefficients  réels,  que  le  point  '(  représentatif 
de  la  correspondante  de/  était  dans  ce  cas  un  point  du  plan  O^t,  plan  par  rap- 
port auquel  le  domaine  D  associé  à  f  était  symétrique.  La  substitution  S  (') 
dont  l'effet  était  d'amener  sur  tTo  le  pentaèdre  tî,  auquel  appartient  '(  (situé  du 
même  côté  que  tto  par  rapport  au  plan  O^t)  était  une  substitution  modulaire  à 
coefficients  réels.  Ceci  est  évident  si  l'on  remarque  que  cette  substitution  doit 
conserver  le  demi-plan  OHt  (t|>o)  et  le  demi-plan  O^y]  (y]  ^  o).  Si  l'on 
remarque  de  plus  qu'une  telle  substitution  (et  la  transformation  T  associée), 
transforme  un  cercle  d'axe  0\  en  un  cercle  d'axe  OE,  on  voit  de  suite  que  la 

(')  Note  Sur  les  substitutions  modulaires  réelles  envisagées  dans  le  groupe  de  Picard  : 
1°  Toute  substitution  S  du  groupe  de  Picard  qui  conserve  le  demi-plan  0^':(t  >  o)  et  le  demi- 


plan  0^'ifi('if]  >  o)  est  une  substitution  modulaire  réelle,  car  elle  conserve  l'axe  réel  0^  et  le  demi- 
plan  analytique  0\■r^{T^  >  o). 

•2'^  Par  une  telle  substitution  S  et  par  la  transformation  T  associée,  un  cercle  d'axe  O^  (droite 
non  euclidienne  normale  au  plan  O^t)  devient  un  cercle  d'axe  O^. 

Conclusion  :  soient  X,  le  point  où  un  tel  cercle  perce  le  demi-plan  0^x(t  >  o)  cl  z  le  point  où 
un  tel  cercle  perce  le  demi-plan  O^ï)  (r;  >  o  )  (  '  ). 

Amener  !^  dans  tto  par   une  substitution  S  qui  transforme  en  eux-mêmes  chacun  des  deux 

(')  Ç  cl  ^  ont  même  affixe,  l'un  par  rapport  à  OHt,  l'autre  par  rapport  à  0;t,- 
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substitution  S  à  faire  est  la  substitution  réelle  modulaire  qui  amène^  dans  (Q„ 
domaine  fondamental  de  la  division  modulaire  du  demi-plan  0^t(t>'o),  ce 
(Do  n'étant  autre  que  la  face  de  ûq  située  dans  le  plan  O^t,  et  sous  cette  forme 
on  voit  que  le  demi-plan  O^t  (t>o)  jouant  ici  le  rôle  du  demi-plan  0^y](y)>  o) 
dans  la  première  Partie,  S  est  bien  la  substitution  réductrice  de /à  laquelle 
aurait  conduit  la  première  Partie. 

La  remarque  n'est  pas  particulière  aux  formes  cubiques.  Elle  se  présente 
aussi,  et  l'on  devait  s'y  attendre,  pour  les  formes  biquadratiques  à  coefficients 
réels. 

Trois  cas  sont  possibles  : 

1.  La  forme  a  toutes  ses  racines  réelles.  —  Le  domaine  D  auquel  conduit 
notre  méthode  est  le  quadrilatère  non  euclidien  ^,^2^3^^  ^^  demi-plan 
0^t(t  >  o).  C'est  exactement  le  domaine  que  nous  avions  associé  à /dans  la 
première  Partie  et  dans  le  demi-plan  O^y]  (y]  >  o).  Le  point  '(  représentatif  de 
la  correspondante  s'obtient  immédiatement  par  ce  fait  que  deux  arêtes  opposées 
du  tétraèdre  de  la  théorie  générale  sont  ici  sécantes,  ce  sont  les  diagonales  z^z^ 
et  z.,Zi,  du  quadrilatère.  Leur  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  est 
donc  la  perpendiculaire  non  euclidienne  au  plan  non  euclidien  de  ces  deux  dia- 
gonales, élevée  en  leur  point  de  concours.  'C  ne  peut  donc  être  que  ce  point  de 

Fig.  55, 


concours^  puisque  c'est  le  milieu  non  euclidien  de  la  plus  courte  distance  qui 
est  nulle. 

D'ailleurs  ici  les  perpendiculaires  communes  aux  couples  d'arêtes  opposées 
sont  : 

i**  La  droite  non  euclidienne  par  'C  normale  au  plan  0?t  (c'est  le  cercle  d'axe 
O^  passant  par  O; 


dièdres  d'arête  O^  (r)  >  o,  t  >  o)  et  (v)  <  o,  t  >  o)  revient  donc  à  amener  z.  en  Z  dans  le 
domaine  fondamental  cDo  du  groupe  modulaire  dans  le  demi-plan  0$ïi(r)  >o)  et  inversement, 
puisque  la  division  découpée  dans  le  demi-plan  OÇx(t>o)  par  la  division  pentaédrique 
du  demi-espace  n'est  autre  que  la  division  modulaire  de  ce  demi-plan  (résultat  connu). 

J.  18 
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s"*  La  droite  non  euclidienne  orthogonale  à  z^Z2  et  z^z^  (cercle  orthogonal 
aux  cercles  de  diamètre  ^,^0  et  ^3^,,  dans  le  plan  O^t); 

3"  La  droite  non  euclidienne  orthogonale  à  z^  z,,  et  ^2^3  (cercle  orthogonal 
aux  cercles  de  diamètre  s,  z,,  et  z.^z^  dans  le  plan  O^t). 

Ces  trois  droites  non  euclidiennes  concourent  bien  en  '(  et  y  forment  bien  un 
trièdre  non  euclidien  trirectangle  (on  a  en  effet  vérifié  dans  la  première  Partie 
que  les  cercles  envisagés  au  2°  et  3°  étaient  orthogonaux  en  '(  point  de  concours 
des  cercles  de  diamètre  z^z^  et  ^2^4)' 

Le  résultat  trouvé  concorde  avec  celui  trouvé  dans  la  première  Partie. 

2.  La  forme  a  deux  racines  réelles.  —  Notre  tétraèdre  D  associé  à/a  deux 
sommets  z^z.^  sur  O^  et  z^z^  symétriques  par  rapport  à  O^.  Il  est  symétrique 
par  rapport   à  O^t  et  découpe  dans  ce  plan  un  triangle  non  euclidien  de 


Fig.  56. 


sommets  s,,  z^  et  [51  intersection  avec  O^t  du  cercle  de  diamètre  z^z,^.  ^  a 
pour  affixe  dans  le  plan  0\z  exactement  l'affixe  de  z^.  Donc  le  triangle  ^z^z^ 
est  exactement  celui  auquel  conduisait  la  réduction  continuelle  de  la 
f  orme  f  ÇâsiTis  le  plan  O^Y])  dans  la  première  Partie. 

Pour  avoir  u  représentatif  de  la  correspondante  de  /,  considérons  la  perpen- 
diculaire commune  non  euclidienne  aux  arêtes  opposées  ^,^2  et  z^Zj^  du  tétraèdre 
non  euclidien  D.  Ce  n  est  pas  autre  chose  que  le  cejxle  orthogonal  à  O^  du 
plan  O^T  mené  par  ^  orthogonalement  au  cercle  de  ce  plan  ayant  pour 
diamètre  z^z.,.  Ce  cercle  rencontre  en  '(,  le  cercle  de  diamètre  ::,^2  ^^Csera 
milieu  non  euclidien  de  j3C .  Nous  retrouvons  exactement  le  point  '(  trouvé 
dans  la  première  Partie. 

3.  La  forme  a  ses  racines  imaginaires.  —  Alors  ^,  et  z.^  ainsi  que  z^  et  z^ 
sont  symétriques  par  rapport  au  plan  O^t.  Le  tétraèdre  z^z.^z^z^  se  réduit 
encore   au  quadrilatère  non  euclidien  z^z<iZ^z^  symétrique  par  rapport  au 
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plan  O^T.  Gomme  les  droites  non  euclidiennes  z,z.,  et  z^^z^  sont  des  cercles 
ordinaires  d'axe  O  ^  elles  coupent  O^t  en  fJ,  et  ^.,  qui  ont  pour  affixes  dans  ce 
plan  les  mêmes  affixes  que  z,  et  z^  dans  le  plan  O^y]. 

La  section  du  domaine  D  par  le  plan  0;t  est  le  segment  non  euclidien  fl,  ^^ 
auquel  nous  avait  conduit  la  première  Partie. 

D'autre  part  la  plus  courte  distance  non  euclidienne  à  z.s,  et  z.,3,  est  le 

Fig.  57. 


sej2^ment  non  euclidien  p,  ^.,  (c'est  là  une  chose  immédiate)  et  son  milieu  qui 
est  le  point  '(  cherché  est  exactement  le  point  auquel  nous  avait  conduit  la  pre- 
mière Partie.  D'ailleurs  il  est  aisé  (el  nous  n'insistons  pas  là-dessus)  de  voir 
que  les  droites  non  euclidiennes  s,  ^,  et  :;o ^3  passent  par  (^,  leur  perpendiculaire 
commune  est  la  droite  non  euclidienne  élevée  par  "C  normalement  au  plan  non 
euclidien  ZfZ^z^z,,,  ;  enfin  il  est  aussi  aisé  de  voir  sur  la  figure  que  la  perpendicu- 
laire commune  aux  arêtes  z^z^  et ^^^4  n'est  autre  chose  que  le  cercle  y  d'axe  OH 
passant  par  '((c'est  une  pure  propriété  de  pôles  et  polaires  dans  le  cercle  z^z,z.iZ., 
qui  montre  l'orthogonalité  de  ce  cercle  y  aux  cercles  de  diamètre  5,  z.^  et  z._,  z,^ 
situés  sur  la  sphère  Çj,  ^2^3-4)-  De  là  se  conclut  que  ces  trois  perpendiculaires 
communes  forment  un  trièdre  trirectangle  non  euclidien. 

Il  ressort  bien  des  remarques  précédentes  que,  dans  le  cas  des  formes  biqua- 
dratiques  encore,  notre  méthode  de  réduction  générale  conduit  au  même  résultat 
que  la  méthode  d'Hermite  exposée  dans  la  première  Partie.  Il  y  a  là  un  fait 
général  auquel  nous  arrivons  maintenant  et  qu'il  s'agit  d'expliquer. 

Considérons  une  forme  /  à  coefficients  réels  ayant  les  racines  réelles 
a,,  a.,,  ...,  a^^  et  les  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées  (P,|^'i),    •••, 

/=z  «„(a;  -  oc,y)  ...{a;  —  oc^,y){j^  —  [3,/)  (x  —  (3',  y)  ...  (a;  —  (3vy)  (-r  —  ^',  y) 

(/JL  +  2v  =  n). 
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Avec  notre  méthode  générale  nous  lui  associons  la  forme  quadratique  définie 
à  indéterminées  conjuguées  suivante  : 

(f>  =  t^i  <Db(^  —  octy)  +.  . .+  t'^Sf^{a;  —  a^^y)  +  u]  Dl,{cc—  [Si/)  +  MfX(^  —  (3',  j)  +. . . 
4-  «.;  DX,{£C  —  |3v/)  +  «v^  <Dî;.(a;  —  (3v/), 

dépendant  de  /z  paramètres  /J,  ...,  /'Ji,  Wj,  ii^,  ...,  w.^,  w!^  (Bien  entendu  u]  et 
w-  *  expriment  ici  deux  nombres  positifs  indépendants  et  non  deux  nombres 
complexes  conjugués).  Son  point  représentatif  C  décrit  l'intérieur  et  la  surface 
du  polyèdre  non  euclidien  convexe  D  (')  ayant  pour  sommets  les  points  a,, 
«2,  ...,  a(„  p,,  ^;,  ...,  ^v,  Pv  du  plan  O^y]. 

Il  est  immédiat  que  ce  polyèdre  est  symétrique  par  rapport  au  plan  O^t  ("). 
Cherchons  sa  section  par  ce  plan.  C'est  un  polygone  non  euclidien  convexe 
puisque  le  polyèdre  D  est  convexe. 

Remarquons  maintenant  que  les  droites  non  euclidiennes  P,P', ,  ^2 [^'2»  •••' 
pvp'v  rencontrent  le  plan  O^t  en  des  points  B,,  B2,  ...,  Bv  ayant  dans  ce  plan 
pour  affixes  p,,  [^a»  •••?  ^v  Gomme  ces  droites  sont  intérieures  à  D  ou  sont  des 
arêtes  de  D,  il  suit  que  B,,  B2,  ...,  Bv  seront  intérieurs  au  polygone  de  section 
ou  en  seront  des  sommets. 

D'ailleurs  a,,  ao,  ...,  ajj^  sont  aussi  des  sommets  de  ce  polygone,  et  les  som- 
mets du  polygone  sont  tous  les  oli^  et  ceux  des  B^  qui  sont  fournis  par  des 
droites  ^i  ^\  arêtes  de  13 . 

Un  peu  de  réflexion  suffit  avec  ces  remarques  pour  se  rendre  compte  que  ce 
polygone  de  section  est  le  polygone  trouvé  dans  la  première  Partie  :  c'est  le 
plus  petit  polygone  convexe  non  euclidien  qui  contienne  à  son  intérieur  ou  sur 
son  contour  tous  les  points  a,,  aa,  . . .,  a^^,  B,,  Bo,  . . .,  B,;. 

Voici  un  premier  résultat  :  La  section  du  polyèdre  D  par  le  plan  O  ^t  est  le 
polygone  associé  à  la  forme  f  par  la  méthode  de  la  première  Partie  inspirée 
d'Hermite  quand  on  représente  les  racines  de  la  forme  f  dans  ce  plan. 

Il  faut  maintenant,  pour  trouver  la  correspondante  de  /  par  notre  méthode 
générale,  considérer 

n 

V  =  —r, :; — 5 — jr, t, — rn  ' 

^•J  .  .  .  t^).U\  Uf  .  .  .  «V  "v 

è  étant  le  déterminant  de  o. 

Or  3b(ao)  =  ^0'  Montrons  maintenant,  et  c'est  là  le  point  essentiel,  que  dans 
tout  système  de  valeurs  des  paramètres  qui  fait  prendre  à  6  sa  valeur  minimum 
les  paramètres  uf,  u\  ^  sont  deux  à  deux  égaux  (uf  =  u[  "  quel  que  soit  i). 

(1)  Dans  tout  ceci,  convexe  s'entend  au  sens  où  on  l'a  déjà  défini  :  chaque  face  du  polyèdre 
laisse  tous  les  sommets  du  même  côté. 

(■^)  On  se  convainc  ensuite  sans  peine  que  toute  face  de  D  qui  coupe  le  plan  O^t  est  ortho- 
gonale à  ce  plan. 


FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES.  l4l 

Remarquons  pour  cela  que  9  associée  de /s'écrit 

9  =  /7  5Ti(^  -  a,  j)  -+- . .  .  4-  ^p.  3^(0;  —  oc^y)  +  [u^S((,{x  — 13,/)  4-  u'f  OZ{x  -  (3', /)]  -4- .  . . 
+  [«Ç  i)Ti(^  -  {3v7)  +  «;- Ot,(a:  —  (3;/)]. 

Or 

uf  ^b  (^  —  [3,y  )  4-  «;-  ot;(  j:  —  (3;  j)  =r  //,  f/;çp,-, 

9/  étant  une  forme  définie  d'Hermile  dont  le  point  représentatif  'd  est  sur  la 
droite  non  euclidienne  [3,p-,   dont  le  déterminant  0,  est  constant  et  égal  à 

Supposons  maintenant  que  pour  faire  la  recherche  du  minimum  de  6  on 
assujettisse  d'abord  /J,  ...,  t'^  à  rester  fixes,  ainsi  que  les  produits  w,m', ,  UiU'.,, 
U3u\,  ...,  u^u'^.  Alors 

est  une  forme  définie  fixe  $„. 
Eln  posant 

^i^  UiU'i(^i  (f  =  1,2,   .  ..,^), 

cp,  est  une  forme  dont  le  point  représentatif  est  quelconque  sur  la  droite  non 
euclidienne  (51/ (3- ,  mais  qui  a  un  déterminant  fixe 

A,-  =  uf  u'r  èi  =  uf  u'r  dX.  (  (3,-  —  [3;  ). 
Nous  pouvons  écrire 

9  —  ^0  +  *1  + +  *v 

chacune  des  formes  définies  du  deuxième  membre  ayant  un  déterminant  A^, 
A,,  . . .,  Av  qui  est  fixe. 

La  recherche  du  minimum  de  0,  le  dénominateur /^ .  ../Jwjw'/. .  .ulu^^  étant 
constant,  dans  nos  hypothèses,  revient  à  celle  du  minimum  de  S  déterminant 

de  9. 

Si  l'on  pose 

^0=  Po^^'—  Qo^y'—Ql'^'y  +  Ro  j/ 

et 

(^i  =z  P,  xx'  —  Q/ xy'—  Q;  x'y  +  R,//, 

un  calcul  simple  prouve  que  Ton  a 

déterminant  de  cp  m  ô  =  Ao+  A,-f-. .  .4-  Av4-  2A,y, 

SA/;  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  de  deux  indices  différents  de  la 
suite  o,  I,  ...,  V  en  posant 

A,y  =  P,R,.4-  PyR~  qiQ'i-  Qj^'i- 
Dans  nos  hypothèses  Ao,  A, , . . . ,  Av  sont  constants.  On  a  vu  dans  une  recherche 
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précédente  que  A^y  est  minimum  lorsque  la  distance  non  euclidienne  des  points 
(^/,  Cy  qui  représentent  les  formes  ^i  et  $y  est  minimum.  Or  (o  est  fixe,  '(,■  décrit 
la  droite  non  euclidienne  P^^-  (pour  «=  1,2,  ...,v).  Il  est  clair  alors  que  chacun 
des  Aij  (i,  y  =  1 ,2  . . .,  v)  sera  minimum  lorsque  les  deux  points  'Ci,  tj  sei'ont 
dans  le  plan  O^t  orthogonal  à  chacune  des  droites  P/[3- ,  [3y3y,  C/'Cy  étant  alors 
la  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  à  ces  deux  droites  [3,^|  et  ^j^jWow 
euclidiennes.  C'est  encore  vrai  pour  Ao^t  quel  que  soit  k  car  ^^  est  fixe  et  si  C^  est 
dans  le  plan  O^t,  'Co'C/c  sera  la  perpendiculaire  non  euclidienne  abaissée  de  'Co 
sur  la  droite  non  euclidienne  ^k^,,  ('). 

Dans  nos  hypothèses,  à  savoir  pour  t\,  ...,  /'  fixes,  w,m^,  ...,  u.,u^  cons- 
tants, le  minimum  de  ô  est  donc  atteint  lorsque  w,  =  w'j,  Wj  =  w'^,  ...,  Wv  =  "v 
(puisque  c'est  à  ces  conditions  seulement  que  ^,,  ...,  '(v  seront  situés  dans  le 
planO^T).  C'est  un  premier  résultat  obtenu.  Restera  ensuite  à  savoir  pour 
quelles  valeurs  de  t\,  ...,  /^,  de  u\  =  w',%  u'I  =  u'^,  . . .,  ul  =  u[,-,  ô  atteint  son 
minimum  absolu,  mais  nous  sommes  sûrs  par  ce  qui  précède  que  pour  ces 
valeurs  on  aura  mJ=  u-'^  quel  que  soit  i  et  c  est  ce  que  nous  voulions  établir. 

Alors  on  voit  que  l'associée  de  ç  s'écrit 

(^  — 1'\  dX,{x  —  div)  -\- .  . .+  tlSil>{œ  —  c.^i,y)  +  u\[dl:{x—  [3,/)  -^-  5Pi{x  —  fj\y)\+ . . . 
+  ai  [SiL{x  — (3v/)  -r  T<.{x  —  (3'v7)]. 

Son  point  représentatif '(,  barycentre  non  euclidien  des  points  a,,  a^,,  ...,  a^,, 
affectés  des  masses  i\,  ...,  /^,  et  des  points  p,-,  ^'.  ayant  tous  deux  la  masse 
iij  (t ■=.  1 ,  2,  ...,  v),  est  situé  dans  le  plan  O^t.  Ceci  est  d'ailleurs  évident  si 
l'on  développe  ©  car  cp  s'écrit 

cp  ^^ pxx'  —  qxy —  fi^' y  +  ryy'         (/;,  q^  r  étant  réels)  ; 
p  =  t'\       +.  .  .  J- /p.+ 2«i'  +  .  .  .+ 2/<,7, 
q—t\a^  +..,-^Llcf.^,.-Vu\{^^-V^\)  +  ...+  m,{^.,^^'^), 
r  —  t'\  a\  +  . .  .  ~h  /jiajî.  +  2  f/?  (3i  (3i  + .  .  .  +  2  m,  [3v (3;. 

Par  rapport  aux  axes  Qi%  et  Ot,  '(  a  pour  affixe  la  racine  de  la  forme  qua- 
dratique définie 

(û^z=zpx- — 9.qxy-\-ry^ 

obtenue  en  supposant  x  tiy  réels  dans  la  forme  à  indéterminées  conjuguéfs 
précédentes.  C'est  facile  à  voir  puisque  OP  =  -,  P  étant  la  projection  de  C  sur 
O^  et  Ôï'=  -. 


(')  On  réalise  donc  le  minimum  de  o  en  réalisant  à  la  fois  le  minimum  de  tous  les  A/j,  ce 
qui  se  fait  en  supposant  tous  les  ti  dans  le  plan  O^t. 
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Ce  qui  se  passe  dans  le  demi-plan  O^t  (t  >o)  est  donc  identique  à  ce  qui 
se  passait  dans  le  demi-plan  O^v]  (rj  >  o)  avec  la  méthode  d' H  ermite  exposée 
dans  la  première  Partie. 

La  forme  quadratique  réelle  cp,  à  laquelle  en  somme  se  réduit  9  est  exac- 
tement la  forme  associée  à/  dans  la  première  Partie  puisque,  en  suppo- 
sant X  et  y  réels  (ce  qui  est  le  cas  dans  la  première  Partie),  op  devient 

9, -/7(^  -  a^yY^...-^  tl{x  —  (x^yy+  1  a'f  (a;  —  [3,  j)  (j?  —  (3',y)  +  .  .  . 
+  2  M;j(a7  — (3v7)(a7  — (3;y), 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  bien  la  forme  quadratique  associée  à /dans  la 
première  Partie. 

Donc  le  déterminant  o  de  «p,  5  =  pr  —  qq\  se  réduit  ici,  puisque  q  est  réel,  à 

d:z=pr — ç^,         délerminanl  de  9,. 
La  fonction  0  de  la  théorie  générale  doit  être  prise  égale  à 


et  comme  il  faut  prendre  wf  =  uf  quel  que  soit  i,  elle  s'écrit 


e  = 


a'iè'^ 


1-.  .  .  .  l'iu'Uil  . 


0  étant  le  déterminant  de  r^^. 

C'est  exactement  la  fonction  0  qu'on  avait  à  étudier  dans  la  première 
Partie,  pour  en  chercher  le  minimum. 

Si  l'on  joint  à  cela  que  la  substitution  S  du  groupe  de  Picard  à  faire  pour 
amener  sur  tx^  le  pentaèdre  -,  de  la  division  de  Picard  auquel  appartient  u, 
point  représentatif  de  la  correspondante,  et  qui  est  du  même  côté  que  iio  par 
rapport  à  O^t,  est  exactement  la  substitution  du  groupe  modulaire  réel  qui 
amène  un  point  ayant /'a//?x'e  de  C,  par  rapport  aux  axes  O^z  dans  (D„,  domaine 
fondamental  du  groupe  modulaire  réel  dans  le  demi-plan  O^t  (t^o)  ((D" 
n'étant  autre  que  la  face  de  -k^  située  dans  le  plan  O^t),  il  est  alors  bien  clair 
que  la  méthode  générale  exposée  dans  cette  deuxième  Partie,  appliquée  à 
des  formes  à  coejficients  réels,  donnera  les  mêmes  résultats  que  la  mélliode 
dlîermite  exposée  dans  la  première  Partie,  et  il  fallait  bien  s'en  assurer 
pour  ne  pas  donner  une  généralisation  qui  fût  sans  intérêt. 

Application.  —  Il  est  donc  établi  que  la  fonction  0  associée  dans  la 
première  Partie  à  une  forme  f  à  coefficients  réels  a  même  minimum  que  la 
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fonction  6  associée  à  cette  même  forme  dans  la  seconde  Partie.  Rappelons 
que  celte  dernière  fonction  est 

n 

^^  t- 1-   i- 

1     2   ■   ■  "     " 

en  posant  o  égal  au  déterminant  de  la  forme 

n 

5,,  ^o, . . . ,  z,i  étant  les  racines  de  la  forme/ 

/=  «oC-z-  —  -I  y)  ...{x  —  z„y). 

Les  expressions  différentes  de  ô,  selon  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  / 
varie,  données  dans  la  première  Partie,  sont  ici  ramenées  à  la  seule  expres- 
sion (i).  C'est  là  un  résultat  fondamental. 

L'explication  cherchée  par  Hermite  de  ce  fait  que  l'équation  reliant  le  déter- 
minant d'une  forme/à  coefficients  réels  (minimum  de  la  fonction  0  associée) 
aux  coefficients  de  cette  équation  était  la  même  quelle  que  fût  l'hypothèse 
faite  sur  le  nombre  des  racines  réelles  de  y,  (hypothèse  suivant  laquelle  la 
fonction  0  de  la  première  Partie  et  les  calculs  faits  pour  trouver  son  minimum 
diffèrent  beaucoup),  nous  apparaît  maintenant  comme  toute  naturelle. 

Quelle  que  soit  en  effet  l'hypothèse  faite  sur  le  nombre  des  racines  réelles,  la 
fonction  6  que  par  la  relation  (i)  nous  associons  k  f  a  la  même  expression  (i) 
en  fonction  des  racines.  Son  minimum,  qui  est  le  déterminant  de  f^  sera  donc 
une  fonction  de  ces  racines  dont  le  calcul  peut  être  fait  indépendamment  de 
toute  hypothèse  particulière  sur  la  réalité  des  racines,  ainsi  qu'il  a  été  vu  dans 
les  exemples  traités  des  formes  cubiques  et  biquadratiques.  Les  calculs  à  faire 
pour  l'obtenir  étant  identiquement  les  mêmes  avec  notre  méthode  quelle  que 
soit  l'hypothèse  faite  sur  la  réalité  des  racines,  il  n'est  donc  pas  étonnant  que 
l'équation  reliant  ce  déterminant  aux  coefficients  de  la  forme  /",  équation 
qu'Hermite  s'attachait  à  déterminer  dans  son  Mémoire  sur  la  réduction  des 
fonctions  homogènes  {Œuvres,  t.  I,  p.  84  à  98),  soit  toujours  la  même  quel 
que  soit  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  forme.  Voilà,  semble-t-il,  ce  qui 
explique  l'unité  du  résultat  auquel  parvenait  Hermite  malgré  la  diversité  de 
ses  calculs  selon  les  hypothèses  faites,  et  qui  répond  aux  quelques  lignes 
(extraites  du  Mémoire  cité  plus  haut)  que  nous  avons  transcrites  à  la  page  1 16 
du  présent  Mémoire. 

Les  avantages  de  la  méthode  de  réduction  exposée  dans  cette  deuxième 
Partie  sont  multiples  :  la  méthode,  d'abord,  s'applique  à  toute  forme  binaire  à 
coefficients  complexes;  ensuite,  appliquée  aux  formes  binaires  à  coefficients 
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réels,  elle  se  confond  exactement  avec  la  méthode  d'Hermilc,  mais  offre  plus 
d'unité  que  cette  dernière  méthode  et,  par  conséquent,  éclaire  d'un  jour 
nouveau  plusieurs  points  obscurs  de  cette  méthode;  elle  fait  voir  en  particulier 
que  toutes  les  racines  d'une  forme  à  coejjicients  réels  jouent  le  même  rôle 
dans  la  réduction^  bien  qu'il  semble  à  première  vue  dans  la  méthode  d'Hermite 
que  les  racines  réelles  jouent  un  rôle  différent  des  racines  imaginaires.  La  géné- 
ralisation qui  constitue  la  deuxième  Partie  du  présent  Mémoire  s'imposait 
donc,  comme  s'est  imposée  l'introduction  des  nombres  complexes  pour  l'élude 
de  toutes  les  racines  d'une  équation  à  coefficients  réels.  Les  substitutions 
réelles  modulaires  suffisent  pour  V  étude  d'une  forme  ayant  toutes  ses  racines 
réelles  comme  suffit  V  étude  des  formes  quadratiques  ordinaires  à  coefficients 
réels,  puisque,  comme  on  l'a  vu,  le  domaine  D  associé  à  cette  forme  est  alors 
un  polygone  non  euclidien  situé  dans  le  plan  O^t,  et,  par  suite,  la  méthode  de 
réduction  continuelle  n'utilise  que  des  substitutions  réelles.  Mais  si  la  forme  a 
des  racines  imaginaires,  le  domaine  D  a  des  points  hors  du  plan  O^t,  les 
substitutions  réelles  modulaires  ne  suffisent  plus  et,  puisqu'il  y  a  des  racines 

5  =  — )  imaginaires,  il  est  naturel  d'envisager  les  substitutions  modulaires  où  x 

ely  ne  sont  plus  simplement  réels,  mais  complexes  ;  autrement  dit,  il  est  plus 
rationnel,  plus  conforme  à  la  nature  de  la  question  de  s'adresser  aux  formes 
d'Hermite  à  indéterminées  conjuguées  et  au  groupe  de  Picard,  qu'aux  formes 
quadratiques  à  coefficients  réels  et  au  groupe  modulaire  réel.  Et  c'est  à  ces 
deux  modilications  essentielles  que  peut  se  ramener  la  généralisation  exposée 
dans  cette  deuxième  Partie  du  Mémoire  actuel. 


REMARQUES  ADDITIOINNELLES. 

On  a  observé  que,  /  étant  une  forme  binaire  à  coefficients  quelconques 
complexes,  la  forme  correspondante  ç  quadratique  à  indéterminées 
conjuguées  qu'il  faut  réduire  pour  avoir  la  réduite  de  /  (9  et  /"  étant  réduites 
par  la  môme  substitution)  est  un  covariant  de  /  d'une  espèce  particulière, 
puisque  à  /  et  /",  équivalentes  dans  le  groupe  de  Picard  correspondent  des 
formes  d'Hermite  o  et  o,  équivalentes  par  la  même  substitution.  Le  point 
représentatif 'C  de  la  forme  ç  est  lié  aux  points  Zi  racines  de/par  des  relations 
de  géométrie  non  euclidienne  qui  sont  conservées  par  toute  transformation  T 
du  groupe  de  Picard;  c'est  ce  que  nous  avons  vérifié  a  posteriori  pour  les 
formes  cubiques  et  biquadratiques,  auxquels  cas  nous  avons  appris  à  cons- 
truire 'C  connaissant  les  z-  à  l'aide  de  ces  relations  géométriques  que  nous  avons 
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pu  éclaircir  complètement.  Le  point  "C  représentatif  de  la  correspondante  de  / 
apparaît  donc  comme  un  covariant  des  points  racines  de  /  (covariant  en 
géométrie  non  euclidienne)  par  toute  transformation  T  (qui  est  un  mouvement 
non  euclidien). 

On  pourrait  tirer  de  là  une  conception  purement  géométrique  de  la  réduc- 
tion des  formes  binaires.  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  sache 
associer  aux  points  racines  Zi  de  la  forme  un  point  '(  du  demi-espace  (t  >  o)  et 
cela  de  telle  façon  que  les  relations  géométriques  qui  relient  les  z^  à  'C  soient 
invariantes  par  toute  transformation  T  du  groupe  de  Picard  (comme  sont  inva- 
riantes les  distances  non  euclidiennes  et  les  angles  par  une  telle  transformation), 
alors  "C  pourra  servir  à  représenter  une  forme  d'Hermite  positive  tp,  qu'on  pourra 
appeler  une  correspondante  de  /,  dont  la  réduction  se  fera  par  la  même  substi- 
tution modulaire  que  celle  de  /.  Cette  méthode  serait  satisfaisante  si  elle 
permettait,  comme  il  est  essentiel  dans  toutes  les  théories  arithmétiques  de 
réduction^  d'obtenir  des  limitations  des  coefficients  de  la  forme  réduite  de  f. 
L'équivalence  de  deux  formes  /et  /,  serait  ramenée  à  l'identité  des  réduites 
comme  dans  les  théories  arithmétiques  de  réduction. 

Cette  conception  géométrique  pourra  rendre  des  services  pour  des  formes/ 
douées  de  propriétés  spéciales  facilitant  la  découverte  de  points  '(  doués 
des  propriétés  de  covariance  signalées  plus  haut  par  rapport  au  groupe  de 
Picard. 

Exemple.  —  Prenons  une  forme  générale  du  cinquième  degré,  et  représen-' 
tons  ses  racines  z^  z.,z^z.,z.^  sur  la  sphère  S,  en  géométrie  non  euclidienne  par 
rapport  à  1  comme  quadrique  fondamentale. 

Envisageons  l'hexaèdre  convexe  de  sommets  ^,,^0,^3,^4,  z,-  auquel  conduit 
la  réduction  continuelle  exposée  dans  la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire.  Il  est 


formé  de  deux  tétraèdres  accolés  par   la- base.   Ici  ce  seront    z,,z^z.yZ^    et 
Z-^Zi  z.,z.^. 
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Un  peu  de  réflexion  suffit  à  se  rendre  coinplc  que  : 

z^z.  est  le  seul  segment  joignant  deux  des  lacines  de  la  forme  qui.  ren- 
contre le  triangle  formé  par  les  trois  autres  racines  prises  pour  sommets  en 
un  point  intérieur  à  ce  triangle. 

Le  point  ^  est  dès  lors  un  point  covariant  des  cinq  points  z^,  z.,,  '3,  z.,^  z-, 
par  toute  transformation  T  du  groupe  de  Picard,  puisqu'une  T  étant  un  mou- 
vement non  euclidien  transforme  l'hexaèdre  précédent  en  un  hexaèdre  analogue 
ayant  pour  sommets  Z,,  Zj,  Z3,  Z,,  Z5  transformés  de  5,,  So,  s^,  s,,  :?.,  ;  z^z.^ 
étant  intérieur  à  Thexaèdre  primitif,  son  transformé  ZjZj  sera  intérieur  à 
l'hexaèdre  transformé.  '(  intersection  de  z^^z^  et  du  plan  z^z.,z^  se  transformera 
en  Z  intersection  des  transformés  (ZjZj  et  le  plan  Z^ZoZ.,)  de  z.,z,;  et  du 
plan  z^z^z^.  Remarquons  que,  puisque  c'est  un  point  intérieur,  on  pourra 
l'obtenir  comme  barycentre  non  euclidien  de  ^,,  ^o,  .. .,  ^5  pour  des  valeurs 
de  t\,  t\^  /J,  /J,  t\  convenables  des  masses  attribuées  à  ces  points  racines. 

Deuxième  exemple.  -  Envisageons  la  forme  F  du  sixième  degré  ayant  pour 
, ,  co.  Le  domaine  D  associé  est  un  octaèdre  non  euclj- 


racineso,  i,  ï,  i 


dien  bien  connu,  car  il  reste  invariant  par  un  sous-groupe  fini  du  groupe  de 


Fi  g.  59. 
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Picard.  Les  trois  diagonales  non  euclidiennes  se  coupent  à  angle  droit  en  un 
point  Z  de  coordonnées  ^  =  -,  y]  =  ->  t  =  —  (qui  est  un  des  sommets  de  -„). 

Z  est  un  covariant  des  six  racines  par  toute  transformation  T  du  demi-espace 
qui  est  un  mouvement  non  euclidien. 

Si  l'on  transporte  maintenant  cet  octaèdre  dans  une  position  quelconque,  à 
l'aide  d'une  transformation 


(S) 


Y  =yx  H- 5/ 


I 
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(  a,  |3,  y,  0  étant  d'ailleurs  quelconques),  ou  bien 


z  = 


y  3  +  ô 


et  la  transformation  T  qui  lui  correspond,  on  obtient  une  forme  du  sixième 
degré  f,  dont  les  racines,  tout  en  n'étant  plus  rationnelles,  ont  entre  elles  les 
mêmes  i^elaiions géoméii'iques  (myananies  par  tout  mouvement  non  euclidien) 
que  les  racines  de  la  forme  primitive.  Pour  cette  forme  l'octaèdre  associé  aura 
encore  trois  diagonales  formant  un  trièdre  trirectangle  non  euclidien  dont 
le  sommet  '(  sera  un  covariant  des  racines  et  pourra  servir  à  la  réduction 
de  la  forme  /. 


TROISIÈME   PARTIE. 

SUR  CERTAINES  FORMES  BINAIRES  DE  DECRÉ  SUPÉRIEUR 
A  INDÉTERMINÉES  CONJUGUÉES. 


Préliminaires.  —  L'introduction  en  théorie  des  nombres  des  formes  à  indé- 
terminées conjuguées  est  due  à  Hermite  [Mémoire  «  sur  la  théorie  des  formes 
quadratiques  »  (Œuvres^  1. 1,  p.  234  et  suiv.)] .  Après  lui  on  s'est  occupé  d'étudier 
les  formes  quadratiques  à  indéterminées  conjuguées  d'un  nombre  quelconque  de 
variables,  mais  il  ne  semble  pas  exister  dans  la  littérature  mathématique 
jusqu'à  ce  jour  la  moindre  étude  sur  les  formes  à  indéterminées  conjuguées  de 
degré  supérieur  au  second.  L'étude  qui  va  faire  l'objet  de  la  troisième  Partie 
de  ce  Mémoire,  encore  qu'elle  ne  porte  que  sur  une  catégorie  particulière  de 
telles  formes,  va  nous  conduire  à  des  résultats  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt  et 
qui  montreront  que  les  formes  à  indéterminées  conjuguées  de  degré  supérieur 
au  second  méritent  autant  d'attention  que  les  formes  quadratiques.  On 
reprochera  peut-être  à  l'étude  présente  de  ne  considérer  que  des  formes  d'une 
nature  bien  particulière.  Il  me  suffirait  cependant  de  constater  que  dans  une 
étude  toute  nouvelle,  comme  l'est,  semble-l-il,  celle  qui  est  entreprise  ici,  il  est 
bon  de  commencer  par  les  cas  les  plus  simples.  Se  borner  à  l'élude  de  formes 
binaires  à  indéterminées  conjuguées  décomposables  en  produits  de  formes  qua- 
dratiques d'Hermite,  c'est  un  peu  faire  ce  que  faisait  Hermite  quand  il  posait, 
comme  premier  problème  de  la  théorie  des  formes  de  degré  n  à  n  variables, 
l'étude  de  celles  de  ces  formes  qui  se  décomposent  en  n  facteurs  linéaires 
[Mémoire  «  sur  le  nombre  limité  d'irrationnalités  auxquelles  se  réduisent  les 
racines  des  équations  à  coefficients  entiers  complexes  d'un  degré  et  d'un  discri- 
minant donnés  »  {Œuvres,  t.  I,  p.  4i5  à  4^8)]. 

L'étude  présente  n'est  en  somme  qu'un  premier  pas  dans  la  théorie  des 
formes  à  indéterminées  conjuguées  de  degré  supérieur.  Les  résultais  obtenus.et 
les  méthodes  simples  employées  pour  les  obtenir  montreront,  je  l'espère,  qu'elle 
présente  un  certain  intérêt.  On  s'est  borné  aux  formes  binaires,  car  c'est  le  cas 
où  l'on  peut  se  servir  de  représentations  géométriques  simples  et  extrêmement 
utiles.  On  constatera  également  qu'après  l'étude  qui  fait  l'objet  de  la  deuxième 
Partie  de  ce  Mémoire,  il  était  naturel  d'aborder  l'étude  des  formes  à  indéter- 
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minées  conjuguées  décomposables  en  produit  de  formes  d'Hermite,  qui  en 
constitue  une  extension  toute  naturelle,  avec  similitude  des  résultats  obtenus 
et  des  moyens  employés  à  les  obtenir.  Ces  raisons  m'ont  paru  suffisantes  pour 
entreprendre  l'étude  qui  fait  l'objet  de  cette  troisième  Partie. 

Définition.  —  Les  formes  binaires  à  indéterminées  conjuguées  que  nous 
considérerons  dans  la  suite  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  variables 
37,  y  et  aux  variables  conjuguées  x' ^  y' ,  Par  rapport  à  l'ensemble  des  variables 
(.T,  y)  un  tel  polynôme  est  de  degré  n  et  homogène;  il  est  également  homogène 
et  de  degré  n  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  (^',  y').  C'est  donc  une 
somme  de  monômes  du  type 

kx''y'  x''''y'^'         avec         k-i-l=n,         k'-\-l'=n. 

De  plus,  les  formes  envisagées  devront  prendre  des  valeurs  réelles  quelles 
que  soient  les  valeurs  complexes  attribuées  k  x,  y  (x'  et  y'  recevant  les  valeurs 
conjuguées).  Et  pour  cela  à  tout  monôme  Ax^y^x''''y'^'  de  la  forme  en  question 
devra  correspondre,  dans  la  même  forme,  le  monôme  conjugué 

k! x' ^' y^ ' x'^' y''         (A'  étant  conjugué  de  A). 

En  particulier,  le  coefficient  A  d'un  monôme  tel  que  A.r.y^^'y  sera 
supposé  réel  (correspond  au  cas  où  k  =  k\  l=^l\  auquel  cas  x'^y^ x""' y'^'  et 
x^'y^' x'^y'^  se  confondent  et  sont  réels).  Une  telle  forme  se  désignera  par 
/(^,  jKj  ^'>  j')  ou,  pour  abréger,  par  /(^,  j).  Par  rapport  à  l'ensemble 
(a?,  j-,  a?', y)  c'est  un  polynôme  homogène  de  degré  pair  in. 

Exemples.  —  i°  Forme  quadratique  d'Hermite  {n-=\): 
axx' -\-  bxy' ->r  b' x' y  +  cyy'         (a,  c  réels); 

2°  Forme  biquadratique  (n  =z  2.)  : 
ax^x'^-\-  bx'-x' y'-\-b' x'^-xy-\-cx^y'^-\-c' x'^y^-\-  dxyx' y'  +  e xyy'-  -^  e' x' y' y'^  -\-  f y- y"- 

((7,  d,  f  réels). 
Si  l'on  divise  une  forme /(.o?,  y)  du  degré  in  par  y" y'",  on  obtient,  en  posant 


X 

x' 

^  ==  — > 

-i' 

— 
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y 

un  polynôme  du  degré  in  en  i^z.,  z)  qui,  par  rapport  à  chaque  variable,  est  du 
degré  n.  Nous  le  désignerons  souvent  par/(^,  i). 


CHAPITRE  I. 

LES  FORMES  BINAIRES  DÉCOMPOSARLES  EN  UN  PRODUIT 
DE  FORMES  D'HERMITE  DÉFINIES. 


Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  réussi  à  écrire  la  forme 
donnée 

f{x,y)=a,fj,...f.,     (•), 

f\ifii  ••"ifn  étant  des  formes  d'Hermite  définies,  dont  on  peut  évidemment 
supposer  le  premier  coefficient  égal  à  un  (puisque  le  coefficient  de  xx'  dans 
une  forme  d'Hermite  définie  est  toujours  ■=/^  o) 

/i  =  xx'—  bi  xf'  —  b[x'y  -+-  Cijy' 
f^  z=  xx'  —  ^2  ^y'  —  ^2  •^'  /  H-  Cl  y  y' 


fn=  ^^'  —  b„xy'—  b'^x'y  +  Cnyy' 


(Ci- 
(C2- 

-  b,b[  >o), 

—  b^b',,  >o), 

(c„- 

-  bnb'n>0), 

Ci  étant  réel  quel  que  soit  i,  biel  b'-  étant  toujours  deux  nombres  imaginaires 
conjugués;  a^  ^st  réel  :^  o  et  peut  être  supposé  positif.  On  peut  remarquer 
d'abord  que/",,  /o,  •-.,/«  étant  positives  quelles  que  soient  les  valeurs  entières 
attribuées  k  x,  y  [x'  ety'  recevant  les  valeurs  conjuguées),  /(x-,  y)  sera  aussi 
positive  quels  que  soient  x  ely.  Les  formes  dont  on  s'occupe  dans  ce  Chapitre 
sont  des  formes  positives.  C'est  pourquoi  elles  seront  simples  à  étudier,  tout 
comme  étaient  particulièrement  simples  à  étudier  dans  la  première  Partie  les 
formes  binaires  positives  à  coefficients  réels,  puisque,  ainsi  qu'on  l'a  fait 
remarquer,  leur  réduction  continuelle  sur  les  principes  d'Hermite  ne  conduisait 
qu'à  un  nombre  fini  de  formes  (/)  équivalentes.  L'équation/(^,  i)  =  o,  obtenue 
en  posant  z=  ->  ^'—  —  dans  la  forme /(i6',j)  égalée  à  zéro  et  divisée  par  y"jK"*, 

représente  dans  le  plan  O^y]  de  la  variable  complexe  z  un  ensemble  de  n 
cercles  imaginaires,  ayant  chacun  un  centre  réel  et  un  rayon  purement  ima- 
ginaire :  à  savoir  les  n  cercles  quireprésentent  les  formes  fi^fî^  '-'ifn  dans 
le  plan  O^y). 

(1)  On  a  écv\X.f{x,y)  au  lieu  de  f{x,  y,  oc',  y')  par  simple  abrévialion,  la  oonlusion  élanl 
impossible.  C'est  là  d'ailleurs  une  habitude  adoptée  dans  la  théorie  des  formes  d'Hermite,  En 
deuxième  lieu,  il  est  clair  que  la  décomposition  précédente  n'est  possible  que  d'une  seule 
manière. 
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A  la  forme/ nous  associons  la  forme  d'Hermite  définie  suivante  : 

9  =  ^ j  /,  +  ^1  /,  + . . .  4-  tlj'a, 

qui  dépend  des  n  paramètres  /J,  i\^  ...,  i\. 

Imaginons  que,  t\^  l\^  . . .,  l\  recevant  des  valeurs  bien  définies,  nous  rédui- 
sions la  forme  ^  par  une  substitution 

~'  (a,  [3,  y,  G  entiers  complexes;  aa  —  j3y~i), 

et  que  nous  fassions  dans/ la  même  substitution 

<1»(X,  Y)  =  9S  =:  cp(aX  H- (3Y,  yX  +  ôY), 
F(X,Y)r=/S=/(aX  +  (3Y,yX  +  ÔY). 

Puis  imaginons  que  i\^  /j;,  . . .,  t]^  varient;  alors  S  varie  avec  o,  etTon  obtient 
ainsi  un  ensemble  de  substitutions  (S)  lorsque  les  t  prennent  toutes  les  valeurs 
possibles.  Si  l'on  fait  sur/  toutes  les  substitutions  (S)  on  obtient  un  ensemble 
de  formes  équivalentes  à /que  nous  désignerons  par  (/)  et  dont  nous  commen- 
cerons par  étudier  la  nature. 

Ceci  est  rendu  facile  par  l'étude  de  l'ensemble  (S)  qui  résulte  de  l'étude  du 
domaine  décrit  par  le  point  '(  représentatif  de  9  lorsque  /;,  ...,  i]^  prennent 
toutes  les  valeurs  possibles. 

A  cet  effet  nous  désignons  par  '(^  le  point  représentatif  de  la  forme 
/(?  =  1 ,  2,  . . .,  /i);  'C  se  projette  sur  le  plan  0\t\  en  P,.  L'affixe  de  P,  est  li^ . 
De  plus 

ÔÇ  •  =  Ci. 

Si,  comme  on  le  suppose,   aucune  des  formes  /  n'est  décomposable  en  un 
produit  de  deux  facteurs   linéaires   conjugués,  tous  les  'C  sont  au-dessus  du 
plan  O^Y]  et  aucun  n'est  situé  dans  ce  plan  ('). 
Développons  cp,  on  a 

avec 

P  =t\     -\-  tl     +.  ..-\-  tl, 

q  =:  t'\bx  +  t'ib^  ~\- . .  .-\-  t'i bni 
q'  —  t'\  b\  -\-  t\b'^-\- .  ,  .-^  fi  b'n^ 
r  =  <f  c,  H-  f ^  C2  +  . . .  H-  ^n  c„. 

Soit  '(  le  point  représentatif  de  0. 

(1)  Nous  verrons  brièvement,  clans  une  Note  placée  à  la  fin  du  Chapitre,  ce  qui  arrive  si  une 
ou  plusieurs  des  formes /,-,  ayant  le  déterminant  nul,  sont  décomposables  en  un  produit  de  deux 
formes  linéaires  conjuguées. 
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Avec  la  représentation  projective,  2  étant  la  sphère  fondamentale  fl'é(|u;ition 

J:,  ^4 -P2'^3  ^=  o, 

^Çi  représentatif  de /^  a  des  coordonnées  tétraédriques 

I,      hi,      />;,     c,; 

c'est  un  point  intérieur  à  la  sphère.  Les  coordonnées  de  '(  étant /j,  y,  q' ,  r,  on 
voit  qu'on  peut  écrire  symboliquement 

Nous  sommes  familiarisés  avec  les  écritures  symboliques  par  les  questions 
analogues  traitées  dans  les  première  et  deuxième  Parties.  Aussi  allons-nous 
simplement  indiquer  le  résultat  auquel  on  parvient  :  Lorsque  /;,  i:,  ...,  /J 
varient,  le  point  t^Ci-i- i'Xy  décrit  le  segment  '(,'(2;  ^Yd-h  Çd-^  il'd  décrit 
le  triangle  'C'C/Cg;  /J'Ch-  'Î'C^  +  ^3^3  +  ^!^4  décrit  l'intérieur  et  la  surface  du 
tétraèdre  de  sommets  *(,,  C,,  "(3,  'C,  ...  ;  le  point  /J'C,  -+-  ll'C.2  +. . .+  /J'C,  décrit 
rinlérieur  et  la  surface  du  plus  petit  polyèdre  convexe  D  contenant  à  son 
intérieur  ou  sur  sa  surface  tous  les  points  'C,  L,  ...,  '(„.  Ce  polyèdre  D  est 
convexe,  ses  sommets  appartiennent  tous  à  l'ensemble  des  points  '(,,  'C^,  ...,  '(„; 
enfin  tous  les  points  '(,,  (o,  ...,  '(„  sont  à  l'intérieur  ou  sur  la  surface  du 
polyèdre  D.  Ces  trois  propriétés  suffisent  à  déterminer  complètement  le 
polyèdre  D;  ti^Cj  sera  une  arête  de  ce  polyèdre  s'il  existe  un  plan  passant  par 
elle  qui  laisse  tous  les  '(,•  d'un  même  côté.  On  montre  alors  qu'il  y  a  deux  plans 
passant  par  '(/(y  déterminant  un  dièdre  d'arête  '(/(y  à  l'intérieur  ou  sur  les  faces 
duquel  sont  tous  les  C.  Ces  deux  plans  contiennent  les  deux  faces  du  polyèdre  D 
passant  par  '(/(y.  Le  plan  C'CyCA  sera  le  plan  d'une  face  de  D  si  ce  plan  laisse 
tous  les  ti  du  même  côté  ;  dans  ce  plan  la  face  elle-même  sera  le  plus  petit 
polygone  convexe  contenant  à  son  intérieur  ou  sur  son  contour  tous  les  C/  situés 
dans  ce  plan.  Ces  deux  remarques  servent  à  déterminer,  si  l'on  veut,  le 
polyèdre  D. 

Passant  maintenant  à  la  représentation  de  9  par  un  point  'C  du  demi- 
espace  T  >  o,   'C  sera  défini  par  sa  projection  P  sur  le  plan  O^y]  dont  l'aftixe  est 


et  par  la  relation 


i.  —  ^1  fA  +  ^0  ^2  +  •  •  •  +  ^»  ^'n 


p  est  évidemment  le  barycentre  euclidien  des  points  P,,  Po,  ...,  P„  (projec- 
tions des  points  '(,,  '(,,  ...,  l„  qui  représentent/,, /2,  ...,/„) affectés  des  masses 
respectives  t\^  t\,  ....t^  puisque  P,  a  pour  affixe  h^.  En  remarquant  que  le  point 
J.  ^o 
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représentatif  de  l\f^  H-  t\f^  est  un  point  '(,3  de  la  droite  non  euclidienne  '(,'(, 

(cercle  orlhogonal  au  plan  O^y]  passant  par '(, '(o) qui  se  projette  en  P,,>surl^P. 

tel  que  

p    P  /- 

qu'on  peut  appeler  hary centre  non  euclidien  des  masses  i\^  i\  placées  en  '(,  '(^ 
((^,2  étant  affecté  de  la  masse /j  H-  t'^\  ensuite  que  le  point  représentatif  '(,03 
de  {l\f\  -h  ^2/2)  ■+■  ^\f-^  ^^^  ^'^  point  de  la  droite  non  euclidienne  "Ci/C.!  projeté 
en  P,23  sur  PjoPs  tel  que 

P         P  /2 


P     P  t\+  t'z 

1    123  '3  1  - 

('(^23  étant  affecté  de  la  masse  t]-\-t\-\- tl),  etc. 

(12.../  représentatif  de  tlf^  -+-  t\f^^. .  .4-  tj/,  est  un  point  de  la  droite  non 
euclidienne  ^1,2,. ...(/-d  ^i  projeté  en  P12.../  sur  Pi^2,...,((-n  ï*/  tel  que 


P p~ 

1,2,... ,(r  1,2... .,(,■_,]) 


Pl,2,...,.P/  ^î  +  ...+   ^û- 


(jusqu'à  i=zn). 


(^  représentatif  de  ©  sera  le  barycentre  non  euclidien  des  points' '(,,  Z^,  ...,  '(«? 
affectés  des  masses  respectives  t^,  il,  . . .,  il.  Ce  point  ne  dépend  nullement  de 
l'ordre  dans  lequel  sont  rangés  les  points  '(,,  t.^,  . . .,  C«.  On  peut  aussi,  pour  la 
recherche  de  ce  barycentre,  remplacer  tel  groupe  de  points  de  l'ensemble  '(,> 
'Co,  . . .,  Cn  que  l'on  voudra  par  le  barycentre  des  points  du  groupe  à  condition 
de  l'affecter  d'une  masse  égale  à  la  somme  des  masses  des  points  du  groupe. 

Revenant  au  domaine  que  décrit  *(  lorsque  les  i  prennent  toutes  les  valeurs 
possibles,  on  voit  que  ce  sera  V intérieur  de  la  surface  du  plus  petit  polyèdre 
convexe  non  euclidien  contenant  à  son  intérieur  ou  sur  sa  surface  tous  les 
points  C,  'Co,  . . .,  '(„. 

Ce  polyèdre  sera  dit  le  polyèdre  associé  à  la  forme  f\  il  est  complètement 
déterminé  par  la  connaissance  des  points  '(,,  '(o,  ...,  C  représentatifs  des 
formes/,, /o,  •••,/«  dont  le  produit  constitue  la  forme  f. 

Dans  le  cas  où  la  forme/  est  biquadratique  et  se  décompose  en  un  produit  de 
deux  formes  d'Hermite  définies,  D  se  réduit  au  segment  non  euclidien  joignant 
les  points  '(,,  ^3  représentatifs  de /,  et/,,.  Si/  est  dusixième  degré,  D  devient  le 
triangle  non  euclidien  ayant  pour  sommets  '(,,  '(o,  C3;  si/ est  du  huitième  degré, 
D  est  un  tétraèdre  non  euclidien  ayant  pour  sommets  '(,,  '(o,  (3,  '(/,,  etc.  On  a 
fait  les  figures  relatives  à  ces  trois  cas. 

Connaissant  le  domaine  D  que  décrit  '(  représentatif  de  ç  lorsque  i\,  ...,  /;, 
prennent  toutes  les  valeurs  possibles,  l'ensemble  des  substitutions  (S)  est  faci- 
lement caractérisé. 

Considérons  tous  les  pentaèdres  tz  de  la  division  de  Picard  du  demi-espace 
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avec  lesquels  D  a  au  moins  un  point  commun  {intérieur  ou  sur  la  frontière)-^ 
r ensemble  (^^)  est  l'ensemble  des  substitutions  modulaires  correspondant  aux 


Kifi.  60. 


'C 

y'''^^ 

~^-^ 

'■/ 

1  » 

/ 

1    ' 

/  1 

1 

/    1 
/     1 

;^ 

/      1 

-^  p. 

'p, 


transformations  T  du  demi-espace  qui  transforment  chacun  de  ces  pen- 
taèdres  tc  en  r,^  domaine  fondamental  du  groupe  de  Picard  [7:o  =  7:T, 

FiiT.  6i. 


~~-^Uc-r_____l _^J, 


~p.-,Vi-— -^ 


~- j. 


L'ensemble  (S)  est  facilement  caractérisé,  ainsi  que  l'ensemble  (/)  déduit 
de /par  la  méthode  de  réduction  continuelle. 

Mais  une  remarque  essentielle  est  la  suivante  :  Tous  les  sommets  de  D  appar- 
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tenant  à  l'ensemble  '(,,  t.,,  . . .,  'C  D  est  tout  entier  au-dessus  du  plan  O^y]  et 
n'a  avec  Or^  aucun  point  commun;  il  s'ensuit  de  là  immédiatement  que  D  n'a 
de  points  communs  qu'avec  un  nombj^e  fini  de  ipenlsièàres  tc.  L'ensemble.(S) 
et  par  suite  l'ensemble  (/)  ne  comprennent  qu'w/z  nombre  fini  d'éléments. 

Fi  g.  62. 


— ^i 


Ainsi  pour  toute  forme  positive  f  décomposable  en  un  produit  de  formes 
d'Hermite  positives.,  la  méthode  de  réduction  continuelle  ne  conduit  quà  un 
nom^bre  fini  de  formes  (/"). 

On  pourrait  s'arrêter  là  et  appeler  réduite  toutes  les  formes  (/)  équivalentes 
à  f  ainsi  obtenues,  on  n'aurait  qu'un  nombre  fini  de  réduites  pour  chaque 
forme  de  l'espèce  envisagée,  quel  que  soit  son  degré.  Mais  on  peut  aller  plus 
loin  et  choisir  parmi  (/*)  d'une  façon  plus  précise  une  ou  plusieurs  réduites 
destinées  à  représenter  toute  la  classe  de  formes  équivalentes  à  f. 

Polyèdres  associés  à  deux  formes  équivalentes.  —  Si  deux  formes  y  et  F 
sont  équivalentes,  F  ~/S,  S  étant  la  substitution  du  groupe  de  Picard 


o^  —  a  X  -h  ;3  Y 
j  =  yX+ÔY 


(aô  — -|3y  3=  i;  a,' j3,  y,  ô  entiers  complexes), 


et  si  /  est  le  produit  des  formes  /,,  /a,  . . . ,  /„  formes  d'Hermite  positives, 
F  sera  le  produit  des  transformées  F,,  Fo,  . . .,  F„  de  /, ,  /o,  . . .,  /„  par  S 
[F;  =  y.S].  Par  une  telle  substitution  S  etparla  transformation  T  du  demi-espace 
qui  lui  correspond,  les  points  ^,,  'Co,  ...,'(«  représentatifs  de  /, ,  /o,  .  .  .,/„  se 
transforment  en  Z,,  Z,.,  ...,  Z^  représentatifs  de  F,,  Fo,  ...,  F„  [Z,  =  'C,T]. 
T  étant  un  mouvement  non  euclidien,  le  polyèdre  D  associé  à  /  se  transfor- 
mera bien  évidemment  dans  le  polyèdre  (D  associé  à  F;  il  est  à  peine  besoin 
d'insister  là-dessus.  Les  domaines  D  <?/  (D  associés  à  deux  formes  équivalentes 
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f  et¥  se  transforment  donc  Cun  dans  Vautre  par  la  transformation  T  du 
demi-espace  qui  est  définie  par  S,  substitution  qui  transforme  l'une  dans 
l'autre  les  deux  formes  équivalentes  [F  =/S,  (D  --  DT  |. 

On  tire  de  là  [par  un  raisonnement  analogue  à  celui  fait  dans  la  deuxième 
Partie  (p.  gS)  à  propos  d'une  question  pareille],  que  deux  formes  équivalentes 
/et  F  donnent  naissance  au  même  groupe  de  formes  (/)  par  la  réduction  con- 
tinuelle. Autrement  dit  (/)  et  (F)  sont  identiques  (').  Que  Von  parte  de  fou 
d'' une  forme  équivalente  quelconque^  V  ensemble  des  formes  {f)  que  la  réduc- 
tion continuelle  conduit  à  former  est  toujours  le  même. 

On  conclut  aussi  que  les  formes  de  ^ensemble  (f)  sont  celles  des  formes 
équivalentes  à  f  dont  le  polyèdre  associé  a  avec  iTç,  au  moins  un  point  com- 
mun. 

Enfm  reprenons  deux  formes 

et 


équivalentes  par  la  substitution  (S) 

(  jc  =  ot.\  -H  3 Y, 

Soient 


(  F,  =  XX'-B,XY'-B;X'Y  +  C,YY'      /.  f.i.r.y) 

(   /,  —  xx'  —  bi xy'  —  bjx' y  +  Ctyy'       \  Ji\^:  y  ) 

on  aura 

Ao=ao/,(^,7)/2(«,y).-./.(^,y)=/(^,7)?^o        (Ao>o); 

soient  cp  et  4>  les  deux  formes  associées  à /et  F, 

?  =  ^i/i  +  -  •  •+  <"///. 

9(^,7)  se  transformera  en  <P(X,  Y)  par  la  substitution  S  si  Ton  suppose 

17  =  /?/ (a,  y)         (<■=!, 'i,  ...,/0. 

Avec  cette  correspondance  des  paramètres,  on  voit  que  '(  représentatif  de  9 
pour  les  valeurs  des  paramètres  t  se  transformera  en  Z  représentatif  de  $  pour 
les  valeurs  T  des  paramètres  par  la  transformation  T  définie  à  l'aide  de  la 


(1)  Inversement  d'ailleurs,  si  les  deux  ensembles  (/)  et  (F)  ont  en   commun    une  forme,  on 
en  conclut  que  /  et  F  sont   équivalentes,  et  que  (/)  et  (F)  sont  identiques. 
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substitution  S  qui  fait  passer  de /à  F 

Z  =  Ç  T. 

Définition  de  la  réduite  équivalente  à  f.   —  Parmi  l'ensemble  (/)  nous 
allons  choisir  une  forme  pour  représenter  toute  la  classe  des  formes  équivalentes 

à/.   , 
Soit  donc 

la  forme  associée  à 

fiz=zxx' — bixy' — h'ix' y -\- d  yy'         {i=^\^i^  ...,/i), 
et  soit 

^^  — aX  +  ÔY  ..  (  ^'r=a'X'+(3'Y' 

(S)  {  ,  avec  bien  enteudu  l  .     ,     (') 

^     '  (yr=yX  +  âY  \  y'=y'\'-ho'\'      ^^ 

la  substitution  qui  réduit  tp  pour  certaines  valeurs  des  paramètres  t. 

Soit 

/,(aX4-pY,yX  +  ÔY)--=:/(a,y)F,(X,Y), 
en  posant 

F,(X,Y)  =  XX'— B,XY'— B;X'Y  +  QYY'         {i  =  i,2,  ...,n). 

Alors 

/(aX  +  (3Y,yX-f-ÔY)  =  F(X,Y)  =  AoF,F2---t\       avec       Ao=/(a,y)^o,       Ao  >  o. 

Par  S,  (ù  devient 

<d  =  tïFi  +  ...  +  t;-f„, 

en  posant 

Tf  =  t'ffi{(x,y)         (i  — I,  2,  .  .  .,  «). 

Une  première  remarque  immédiate  se  tire  de 

comparé  à 

TF  =  ///}(  a,  y); 

c'est 

An  dn 


T-T-        T-       t- 1-        t- 

qui  prouve  que  p — ^— ^  est  une  sorte  d'invariant  par  la  substitution  S. 

^ 

(')    Nous  omettrons  souvent  de  parler  de  x',  y\  X',   Y'  et  nous  écrirons  (S)  tout  simplement 
(  x  =  aX-i-(3Y 
J  \        ^  v'  ™^'^  ''  "6  peut  y  avoir  d'équivoque  possible.  Il  est  toujours  sous-entendu  que 

les  lettres  x\  y\  X',  Y'  conjuguées  de  x^y.  X,  Y  subissent   une  substitution  conjuguée  de  celle 
faite  sur  x ,  y,  X,  Y. 


La  forme  positive 
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«1»  =.  PXX'—  O  XY'  -  Q'  X'  Y  +  H  Y  V 
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étant  réduite  et  A  désignant  son  déterminant  A  =  PR  —  QQ',  qui  est  d'ailleurs 
égal  au  déterminant  o  de  o,  on  a 


=  p 


et 


deO'=Q±ii' 


paiiie  réelle  de  (J 


O^  partie  imaginaire  de  Q'  = 


Q'-Q,P 


De  plus 


De  la  première  équation  par  un  raisonnement  plusieurs  fois  employé  déjà,  on 
tire 


'Y2'i-       T- ^ 


et,  par  suite, 


à  cause  de 


n  n 


car  A  de  (p  égale  §  de  ç* 


P<s/aA      ou     Pry/îcî, 


n  n 


Limitons  maintenant  les  C,.  Ou  a 

TfC,<h 

Tf  +  T;;  +  ...  +  TiL,  +  T,^i  +  ...4-T^^P 

P    \  "  -  ' 


et 

qui  fournit 


qui  donne,  par  multiplication  avec 


TfC^SR, 


T2    ..Tf,Ci<ï{ 

^/7.../-iC,^B 


P    \"-' 


n  —  I 


i6o 

D'où  enfin 

En  se  servant  de 
on  a 

et 
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R<^         et         F  =  v/2<5, 


P    \«-i 


?-■'  o- 


n  —  \)        ~  {n  —  i)"-» 


'^'=72  72 


^^..<2  (^ _,)«-!  Ac 


La   limitalion  des  B,  est  immédiate  puisque,  F,  étant  une  forme  définie, 
on  a 

q-b,b;>o. 

Donc 


Norme  B,<Q<^^"  "'' 


t\.  ..f^  [n-  1)"-'   A, 


Conclusion  fondamentale.  —  Si  pour  certaines  valeurs  des  paramètres  t  on 
réel  uitla  forme  ^  dont  B  est  le  déterminant^  et  si  ï  on  fait  la  même  substitution 
dans  f  on  obtient  une  forme  F,  équivalente  à/,  dont  tous  les  coefficients  sont 
limités   supérieurement   en  valeur  absolue  en  fonction  de  la  seule  quan- 


.0^ 


tité  -Y^ — 7  qui  ne  dépend  que  de  la  forme  o 
En  effet,  puisque 


avec 


F=:AoF,F,...F„ 
F,  =  XX'-B,XY'-  B;X'Y-i-QYY'        (f  =  i,  2,  . .  ., /i), 


les  coefficients  de  F  sont  des  polynômes  en  A^,  B,,  B^ ,  C,.  Par  la  méthode  des 
majorantes,  on  calculera  pour  la  valeur  absolue  de  chacun  de  ces  coefficients 


i-       t^ 


j  a  savoir  une 


une  limite  supérieure  qui  sera  une  fonction  de  la  quantité 

puissance  de  cette  quantité  dont  l'exposant  sera  fixé  par  le  rang  du  coefficient 

n 

a  ô^ 
calculé  dans  F,  multipliée   par  un  facteur  indépendant  de  la  quantité -7-^—-^? 

mais  qui  dépendra  du  degré  de  la  forme  et  renfermera  en  général  A,,  au  déno- 
minateur à  une  certaine  puissance.  *S/  la  forme  proposée  f  a  tous  ses  coejfi- 
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cients  entiers  (certains  seront  réels,  les  autres  seront  des  entiers  deux  à  deux 
conjugués),  Ao  sera  un  entier  certainement  non  nul,  puisque  c'est  le  premier 
coefficient  de  la  forme  et  qu'il  est  toujours  r^^  o.  On  aura  donc  A„>i;  dans  le 
facteur  en  question  on  pourra  remplacer  Ao  au  dénominateur  par  l'unité;  on 
ne  fera  ainsi  qu'accroître  le  second  membre  de  la  limitation  trouvée.  Tous  les 
coefficients  de  F  sans  exception    seront   ainsi  limites  supérieurement  en 

n 

valeur  absolue,  en  fonction  de  la  seule  quantité    .?'^\.' 

Cette  quantité  0  =  jr^—r,  joue  donc  un  rôle  essentiel  dans  la  question.  Sans 

insister  sur  un  raisonnement  fait  dans  les  première  et  deuxième  Parties  de  ce 
Mémoire,  on  voit  que,  si/  et  S  sont  deux  formes  équivalentes,  la  forme  9  asso- 
ciée à/pour  les  valeurs  t  des  paramètres,  se  transformant  dans  la  forme  $  associée 
à  ^pour  les  valeurs  G  des  paramètres  qui  correspondent  aux  t  par  des  relations 
connues,  on  a  0  =  0,  Oet0  étant  les  valeurs  des  deux  fonctions  relatives  à  / 
et  i  et  aux  valeurs  t  et  c  correspondantes  des  paramètres. 

D'où  la  conclusion  :  Pour  deux  formes  équivalentes  et  pour  des  valeurs 
correspondantes  des  paramètres,  la  fonction  0  prend  les  mêmes  valeurs. 

On  tire  de  là  les  deux  conséquences  suivantes  : 

1°  Les  fonctions  0  et  0  relatives  à  deux  formes  équivalentes/  et  F  prennent 
les  mêmes  valeurs  lorsque  les  variables  t  prennent  toutes  les  valeurs  possibles; 
elles  ont  donc  même  minimum;  par  définition,  nous  pourrons  dire  que  ce 
minimum  sera  le  déterminant  de  la  forme  f  de  degré  in  envisagée  ;  il  sera 
le  même  pour  toute  la  classe  équivalente  à/('). 

2°  Les  formes  quadratiques  9  et  <I>  à  indéterminées  conjuguées  associées  à 
deux  formes/et  F  avec  les  valeurs  t  d'une  part,  T  de  l'autre,  qui  donnent  le 
minimum  des  fonctions  0  et  0,  deviendront  équivalentes  en  même  temps  que  / 
et  F.  Ainsi  <!)  se  déduira  de  o  par  la  même  substitution  que  F  de  /.  Il  est  donc 
naturel  d'appeler  correspondante  de  f  la  forme  quadratique  à  indéterminées 
conjuguées  9  pour  les  valeurs  de  t  qui  rendent  G  minimum. 

Nous  appellerons  réduites  d' une  forme  f  la  forme  unique,  ou  les  formes  de 
l'ensemble  (/)  qui  correspondent  à  ce  minimum  de  0.  On  peut  les  caractériser 
d'un  mot  :  c^est  celle  ou  celles  des  formes  de  (/)  dont  la  ou  les  correspon- 
dantes sont  des  formes  quadratiques  réduites.  Voici  comment  on  trouvera  la 
réduite  de/  :  on  déterminera  d'abord  les  valeurs  de  t  qui  rendent  6  minimum, 
ce  qui  donnera  la  forme  9  correspondante  quadratique  de/;  S  étant  la  subsli- 

(')  Nous  appellerons  yb/-»?e*  binaires  à  indéterminées  conjuguées  de  même  déterminant 
l'ensemble  des  formes  d'un  même  degré  décomposables  en  produit  de  formes  d'Hcrmite  positives 
pour  lesquelles  le  minimum  absolu  de  la  fonction  6  aura  une  même  valeur. 
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tution  du  groupe  de  Picard  qui  réduit  la  correspondante, /S  sera  la  réduite 
de/. 

De  là  on  conclut  facilement  : 

i*'  Deux  formes  équivalentes  f  el  F  ont  les  mêmes  réduites,  car  leurs  cor- 
respondantes ©  et  O  se  déduisent  Tune  de  l'autre  par  la  substitution  2  qui  fait 
passer  de  /"à  F 

$  =  91. 

Le  raisonnement  bien  simple  (que  nous  omettons  ici)  est  identique  à  celui 
qui  a  été  déjà  fait  (p.  ii3)  pour  la  question  analogue  de  la  deuxième  Partie. 

Cette  proposition  ramène  l'équivalence  de  deux  formes  à  l'égalité  absolue 
entre  leurs  réduites  ou  leurs  groupes  de  réduites. 

2°  Les  formes  binaires  à  indéterminées  conjuguées  du  type  envisagé 
(décomposables  en  produit  de  formes  positives  d'Hermite)  d'un  même 
degré  in,  à  coefficients  entiers.,  et  de  même  déterminant  0,  se  distribuent  en 
un  nombre  fini  de  classes. 

Car  siy  a  ses  coefficients  entiers,  une  réduite  équivalente  F  les  a  aussi.  Mais 
on  a  vu  que  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  F  étaient  limitées  supérieu- 
rement en  fonction  de  la  seule  quantité  0,  limites  supérieures  qui  sont  donc 
fixées  par  la  connaissance  de  0  et  par  le  degré  de  la  forme  (ces  limites  ne 
renfermant  plus  au  dénominateur  le  premier  coefficient  A^  de  F).  On  cherchera 
alors  toutes  les  formes  réduites  du  type  F  =  A(,F,  F^...F„.  Pour  une  telle 
forme  F,  les  coefficients  étant  limités  supérieurement  en  valeur  absolue,  on 
n'aura  qu\in  nombre  limité  de  possibilités.  (\\  restera  encore  à  chercher  celles 
des  formes  dont  les  coefficients  satisfont  aux  inégalités  de  limitation  précé- 
dentes, qui  sont  bien  décomposables,  et  qui  ont  le  déterminant  0.)  Par  con- 
séquent, comme  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  réduites  possibles,  il  ne  peut  y 
avoir  pour  un  déterminant  0  donné  qu'un  nombre  fini  de  classes  du  type  envi- 
sagé. 

Existence  du  minimum  de  0.  —  Reprenons  la  forme 

/=  «'0/1/2..  ./n 

et  soient©,, 0,,  ...,  o„  les  déterminants  respectifs  des  formes/",,/,,  ...,/„. Tous 
les  ^i  sont  positifs  et  non  nuls. 
Soit 

?  =  ^?/i  +  •  •  •  +  ^«/«  —pocx'—  qxy'  —  q' œ' y  +  ryy' 

la  forme  associée  à  /,  avec 

/>  =  <?     +...  +  tl, 

q  —  t\h^  +  ...-\-  tlb„,  q'—  t\b\^  .  ..-\-tlh'„. 
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0,  déterminant  de  9,  se  calcule  aisément  : 

n  n 

=^t}ài+  2  tfifici-h  Cj-  bib',  -  bjb',), 


i,i=l 


le  deuxième  S  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  de  deux  indices  diffé- 
rents i,j  pris  dans  la  suite  i,  2,  ...,  /^.  Comme  on  peut  écrire 

Ci  -h  Cj  -  bi  b)  —  bj  b'i  =  di  -hdj-h  ÙLi  bi  -  bj  ) , 

on  voit  qu'en  posant  /;=  T„  ©devient une  forme  quadratique  en  T,,  Ta,  ...,  T„ 
dont  tous  les  coefficients  sont  positifs  et  dont  aucun  n'est  nul.  Tous  les 
nombres  o^  sont  supérieurs  à  un  nombre  positif  fixe 


en  sorte  que 
Donc 

En  sorte  que 
car 


èi>a->o  (f  rzri,  2,  .. .,  n), 

^ij  —  Ci  +  Cj  —  bi  b-  —  bj  b'i  =  Oi  -+-  dj  H-  .)b  (  6,  —  ^»y  )  >  2  a. 


(J±  Fp-Tp Ty, =  a^a-  n' 

1 1  1 2  .  .  .  1 ,1 


1 1 1 2  .  .  .  in 


n' 


On  voit  ainsi  que  0  reste  constamment  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe. 
0  devient  d'ailleurs  infini  lorsque  certains  des  T  sont  nuls.  L'existence  d'un 
système  au  moins  de  valeurs  de  t],  toutes  différentes  de  zéro,  rendant  0 
minimum,  en  résulte  immédiatement. 

CAS  OU  CERTAINES  DES  FORMES/  ONT  LEUR  DÉTERMINANT  NUL  (<). 

Une  forme//  d'invariant  nul  s'écrit  {x  —  'C^jy)  (^'  —  C\X'))  '^-i  étant  l'affixe  de 
son  point  représentatif  dans  le  plan  O^y)  (nous  désignerons  par  la  même  lettre 
le  point  représentatif  et  son  affixe  'Ci=.b'.).  Rien  n'est  à  changer  dans  ce  que 
nous  avons  dit  du  polyèdre  D  associé  à/,  sinon  qu'il  admet  alors  pour  sommets 

(')  Ce  cas  ne  peut  se  présenler  que  si  f{z,  i),  tout  en  étant  positive  pour  toute  valeur  de  z^ 
peut  s'annuler  pour  des  valeurs  particulières  de  z;  ces  valeurs  seront  d'ailleurs,  précisément, 
les  points  représentatifs  des  fi  dont  l'invariant  est  nul. 
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dans  le  plan  horizontal  tous  les  points  *(/  représentatifs  des  /,•  de  la  suite 
/n/a)  •••?/«•  qui  ont  leur  déterminant  nul.  Il  faudra  toutefois  prendre  garde 
que  si,  parmi  les  //,  se  trouve  la  forme  yy',  cette  forme  est  représentée  par  le 
point  à  l'infini  du  plan  0^7),  en  sorte  que  le  polyèdre  D  aura  un  sommet  à  l'in- 
fini dans  la  direction  Ot  et  que  les  arêtes  issues  de  ce  sommet  seront  des  demi- 
droites  normales  au  plan  O^y),  les  faces  correspondantes  situées  dans  les  demi- 
plans  normaux  au  plan  O^Y].  D'ailleurs,  dans  la  formation  de  <p  associée  à  /, 
une  forme  y*/ égale  kyy'  donnera  le  terme  i]fi'=  i]yy' •>  lequel,  par  une  substi- 
tution 

.r  — aX  +  (3Y, 

j  =  yX+ÔY, 


(S) 
donnera 


en  posant 


^i^  (y  X  +  ÔY)  (/X'  +  Ô'Y')  =.  /f  y/  F,(X,  Y), 
F,(X,  Y)  =  A(«^ -^  f^^"' >'^ -^  ^'^-^- 


/(a,V) 
comme  dans  le  cas  général 

F,(X,  Y)  ~XX'-  B,XY'—  B;X'Y+  QYY'. 

On  voit  ainsi  qu'on  peut  toujours,  en  transformant  au  besoin /"par  une  sub- 
stitution modulaire,  supposer  que  la  forme  /  dont  on  part  ne  contient  pas  yy' 
et  que  tous  les/,  s'écrivent 

xx' —  bixy' —  b'ix'  y  +  Cjyy' . 

Tout  se  passe  comme  dans  la  première  Partie  ou  la  deuxième  lorsque  y  admet- 
tait des  racines  infinies;  on  s'en  débarrassait  par  une  substitution  du  groupe  de 
Picard  préliminaire  qui  ramenait  toute  racine  à  distance  finie.  Mais  même  si  l'on 
a  pris  cette  précaution  préalable,  il  n'en  demeure  pas  moins  que,  si  une  forme/} 
d'invariant  oui  a  un  point  représentatif  'G  dans  le  plan  O^yj  qui  a  un  affixe 
rationnel,  il  y  aura  des  formes  (/)  contenant  j^j^'. 
En  effet,  le  terme 

l^f^  =  tf{x-^iy){x'-t,y') 

de  9  associée  à/devient,  par  S, 

tf  [(«- Ç,7)X  +  ((3  -  Ç,Ô)Y]  [(a'-  C7')X'+  ((3'-  C;ô')Y']. 

Le  domaine   D  ayant  pour  sommet  T,-,  il  y  a  un  pentaèdre  r.  au  moins  de 
sommet 'C,  ayant  avec  D  des  points  communs.  La  substitution  S  qui  V amène 
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SU/-  -Q  est  alors  telle  que  1,=  -  et  le  terme  précédent  devient 

77 
La  forme  (/)  sera  alors 

F  =  AoF,  ...lv_,YY'i<V....I\. 
Son  associée  (©)  sera 

O  =r  Tï  1^  +  . .  .  4-  TjL,F,_,  +  17  YV'  +  .  . .  +  T^I<„ 
et  o  associée  à  /  se  transforme  en  4>  associée  à  F  pour  les  valeurs 

T/T  --/^'//,(a,  y), 

tant  que//,(a,  y)  ^  o,  c'est-à-dire  pour  ^  =  i,  2,  ...,  «  —  i,  « -h  i,  ...,  n,  et 

pour/(a,  y)  =  o. 

Tout  se  passe  comme  dans  le  cas  analogue  pour  la  deuxième  Partie,  c'est- 
à-dire  pour  le  cas  où/" admettait  des  j^acines  rationnelles. 

Comme  dans  celte  deuxième  Partie,  on  modifiera  bien  facilement  les  limi- 
tations des  B/,  et  C;t  ainsi   que  de  Ao,  et  il  s'introduira  dans  cette  limitation 

n 

toujours  la  même  quantité  ^  "    ^  dont  il  faudra  chercher  le  minimum. 

L'existence  de  ce  minimum,  en  supposant,  comme  dans  la  première  Partie, 
toujours  les  //  distincts,  n'offre  pas  de  difficulté  spéciale.  C'est  pourquoi  nous 
nous  contenterons  ici  d'indiquer  brièvement  les  petites  modifications  qu'offri- 
rait ce  cas  particulier  ('). 

Si  en  particulier  toutes  les  formes/,,/!,,  •..,/«  avaient  un  invariant  nul, 

/=i:(j;  — r/j)(^'— ç;-7')      (i=:i, 2,  ...,/o. 

La  forme  associée  serait 

?  =  ^ï  31^  (^  —  Cl  v)  + ...  -H  il  -DL  (.f  —  t,,y). 

Elle  serait  identique  à  la  forme  que,  dans  la  deuxième  Partie,  on  a  associée  à  la 
forme  binaire  ordinaire 

i  —  s^'TToix  _  C,  7) ...  (a;  -  r„7). 

(')  Il  pourra  arriver  d'ailleurs,  comme  le  montrent  des  exemples  simples  [par  exemple  la  forme 
biquadratique  décomposable  en  f\fn  {fx  d'invariant  nul)],  que  le  minimum  de  0  soit  atteint 
lorsque  t  représentatif  est  dans  le  plan  O^r,  en  un  sommet  de  D.  On  ne  peut  plus  alors  parler  de 
rcduction. 
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n 

La  fonction  0  =  -j-^ — r  associée  à  f  serait  identique  à  la  fonction  0  associée 

à  ^,  les  domaines  associés  à  /  et  ^  seraient  identiques.  La  jéductioïi  de  f  et 
celle  de  §  seraient  deux  problèmes  identiques. 

Application  à  la  forme  biquadratique.  —  Soit  la  forme  biquadratique 

y(jr,  y)  ■=^  ax'x'--\-  bx'^jc'y' -^  b'"^ ocyx'^  +  cx^y"^-\-  c' x'^y"- 
H-  dxyx' y'  +  exyy'^  +  e' x' y' y- -\- f y^ y' - , 

a,  d,  /"étant  réels;  b,  b';  c,  c';  ^,  e'  étant  imaginaires  conjugués.  On  a 

/(s,  i)  =  «3^ -'2^  bz'-z'+  b'zz"+cz^-\-c'z'^-\-  dzz'+ez  +  e'z'  +  f. 

L'équation /(s,  t)  =  o  représente  dans  le  plan  Oy]  en  coordonnées  isotropes 
une  quartique  bicirculaire.  El  Von  a  des  moyens  classiques  pour  reconnaître 
si  cette  quartique  bicirculaire  se  décompose  en  deux  cercles  et  pour  trouver 
ces  deux  cercles.  Nous  y  reviendrons  plus  loin. 

Supposons  que  l'on  ait  reconnu  que  celte  quartique  se  décompose  en  deux 
cercles  à  centre  réel,  à  rayon  purement  imaginaire  de  la  forme 

zz' —  6,c  —  b\z' -\-  Ci^=zo         ((5,  =  Cl —  byb\  >  o). 
zz' —  b-^z  — b'.,z' +  c,—  o         (o.— c.—  /y.2^o  >o). 

en  sorte  que 

f{z^  i)  ^=  a{zz' —  b^z  —  l}\z' -\-  Cl)  {zz' —  b^z  —  b'iZ' -h  c^), 

//, ,  //,  étant  imaginaires  conjugués,  ainsi  que  b.2  et  b'.,,  c,  et  c,  étant  réels.  Alors 
f(x,  y)  sera  le  produit  des  deux  formes  d'Hermite  définies 

/,  =  xx'  —  b^xy'  —  b\  x'y  +  Ci yy', 
f,—  xx'~bi  xy'  —  b'.j^  x'y  +  c^  y  y'     ' 

(d'invariants  0,  et  027^  o). 

Soient  d  et  ÇAq^  points  représentatifs  de/,  et/o.  lisse  projettent  en  P,  etP^ 
sur  O^y],  tels  que 

affixe  de  P, -rr /^î.  affixe  de  Pj^^  ^.., 

La  forme  associée  à/ 
a  son  point  représentatif  C  sur  le  segment  non  euclidien  u,  t.,  (arc  du  cercle 
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orthogonal  au  plan  O^y]  mené  par  "C,  (o)-  C  se  projette  en  P  sur  P,  P^  (  '  )  et 


7? 


vis.  G3. 


La  fonction  0  =  -^  devient  ici,  puisque 

déterminant  de  o  =  d  —  {1'^+  ij)  {f-^c^^  t'zCi)  —  3î:-.(/f />i  +  t'ibi), 
=  t\  ô,  +  /*.  è.,  4-  /i  ^^  [ô,  +  0.,  +  3b(  />,  —  b.,)], 


Ô=rtUlô,  4-^(52+ôi4-02+3b(^,  — /V2) 


Le  minimum  de  ô  a  lieu  en  môme  temps  que  celui  de 


/7  .        lU 


(somme  de  deux  termes  dont  le  produit  est  constant),  c'est-à-dire  pour 


-L^  —  -1^ 
^r  "1  —  — w  ^i  ) 
.01         *2    ï« 


Li  correspondante  ©  de/ est  donc 

9  =  V^2/l  +  V^^/2 


(')  On  peut  toujours  supposer  Pi  et  P^  distincts  par  une  substitution  modulaire  préalable. 
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et  la  valeur  minimum  de  0  est 

0  =  «[2  v/^+  a,  -H  02  -\-  5il.{bi  —  b.)\. 

Elle  est  parfaitement  déterminée  par  la  connaissance  de/,  et/^. 
Son  point  représentatif  *C  est  lié  simplement  à  'C^  et  t.^.  En  efTet,  on  a 


Or 
Donc 

Ceci  montre  que  P  est  l'intersection  de  P,  P2  avec  'C^  'Ç.,  (C  symétrique  de  t- 
par  rapport  a  O^tj),  c' est-à-dire  que  '(  c'5^  milieu  non  euclidien  de  '(,  "(o. 

Nous  obtenons  le  même  rèsullal  que  pour  les  formes  biquadraliques  posi- 
tives ordinaires. 


PI 

1 

— 

— 

V<5i 

pf 

> 

2 

y/ô^ 

P.C1= 

=  V^oi 

1 

ï% 

=  s/oV 

PP, 

^_ 

P 

S 

- 

CHAPITRE  II. 

FORMES  BINAIUES  A  INDÉTERMINÉES  CONJUGUÉES  DÉCOMl'OSABLES  EN  PRODUIT 
DE  FORMES  D'IIEUMITE  TANT  DÉFINIES  QU'INDÉFINIES.  ÉTIDE  rRÉUMINAlJlE 
DES  FORMES  BIQUADRATIQIES. 


Pour  faciliter  l'exposition  nous  commençons  ici  par  le  cas  des  formes  biqua- 
dratiques.  Nous  indiquerons  ensuite  comment  ce  que  nous  allons  dire  s'étend 
aux  formes  de  degré  pair  quelconque. 

Soit  donnée  une  forme  biquadratique /(^-jjy^)  à  indéterminées  conjuguées, 
et  supposons  que  l'on  ait  reconnu  par  les  moyens  classiques  que  la  quartique 
bicirculaire/(::,i)  =  o  se  décomposait  en  deux  cercles  (')  dont  l'un  au  moins 
soit  réel.  Alors  la  forme  /'se  décompose  en  un  produit  de  deux  formes  d'Her- 
mite  dont  l'une  au  moins  est  indéfinie.  Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien 
les  deux  formes  sont  indéfinies,  ou  bien  l'une  est  définie  et  l'autre  est  indéfinie. 
(Nous  laissons  de  côté  le  cas  où  l'une  des  formes  ou  bien  les  deux  auraient 
leur  invariant  nul.) 

Premier  cas.  —  /'se  décompose  en  produit  d'une  forme  définie/,  par  une 
forme  indéfinie  y., 

La  décomposition  ne  donne  y,  et  f.,  qu'aux  facteurs  X,  et  \.,  près  dont  le 
produit  est  i.  On  pourra  profiter  de  cette  indétermination  pour  supposer  par 
exemple  que/",  et  f.,  ont  leurs  déterminants  égaux  et  de  signes  contraires. 

Considérons  la  forme  f.,.  On  sait  qu'elle  est  représentée  (dans  le  demi- 
espace  T  ^  o)  par  une  demi-sphère  (^)  dont  le  grand  cercle  y^  du  plan  OHv]  est 
le  cercle  /^(-,i)=:o.  On  sait  aussi,  à  l'aide  d'une  méthode  indiquée  par 
M.  Picard  ('),  trouver  l'expression  générale  d'une  forme  ^odéfinie  ayant  son  point 
représentatif  sur  la  demi-sphère  représentative  de /a  et  ayant  pour  déterminant 
celui  de /.  changé  de  signe,  o.,  dépend  du  paramètre  complexe  qui  fixe  la  pro- 
jection de  Ca  sur  le  plan  O^y]. 


(1)  Dont  les  équations  cartésiennes  en  (|tj)  soient  à  coefficients  réels. 

{-)  Qui  peut  être  un  demi-plan  orthogonal  à  0$y)  si  le  coefficient  de  xx'  dans/o  est  nul, 

(3)  Annales  de  l'Ecole  Normale^   1884. 

J.  22 
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Nous  associerons  à  la  forme /la  forme  suivante  : 

dépendant  des  paramètres  f],  C  et  du  paramètre  qui  entre  danso..  C'est  l'exten- 
sion à  l'espace  O^y]':  de  l'interprétation  envisagée  dans  le  plan  O^/]  de  la 
méthode  de  réduction  continuelle,  donnée  page  74  et  suivantes  de  ce  Mémoire. 

Faisant  varier  les  paramètres  qui  entrent  dans  o  et  réduisant  9  pour  chaque 
valeur  de  ces  paramètres  par  une  substitution  S  du  groupe  de  Picard,  on 
obtiendra,  lorque  les  paramètres  prendront  toutes  les  valeurs  possibles,  un 
ensemble  (S)  de  substitutions.  Si  l'on  fait  toutes -ces  substitutions  dans  /'on 
obtient  un  groupe  déformes  (/)  qui  est  dit  associé  à /par  la  méthode  de  réduc- 
tion continuelle. 

On  connaîtra  l'ensemble  (S)  et  par  suite  le  groupe  (/),  si  l'on  connaît  le 
domaine  engendré  par  le  point  '(  représentatif  de  o  lorsque  les  paramètres  qui 
entrent  dans  o  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Adoptons  d'abord  la  représentation  projective  des  formes.  A/,  correspond 
un  point  d  intérieur  à  la  splière  fondamentale  H;  si 

/,  ~  a,  a\v'  —  bi  xy'—  b[x' y  -h  c^yy', 

Z^  a  pour  coordonnées  homogènes  a^,  />,,  //, ,  c^,  l'équation  de  la  sphère  étant 
x^ ./;-,  —  XoX^  =  o;  à  la  forme/2  correspond  un  plan,  le  plan  polaire  par  rapport 
à  Z  du  point  de  coordonnées  homogènes  «o,  h.,,  b[,,  C2,  si 

f^  =:  «2  ■^•^■'  —  ^2  -^y'  —  ^A  x'  y  +  ^2  y  y'  ; 

à  la  forme  Ça  associée  à  f.,  correspond  un  point  '(^  intérieur  à  il  et  situé  sur  le 
plan  précédent  représentatif  de/^. 

Lorsque  ç^  reste  fixe,  /,,  l.,  variant,  '^  représentatif  de  t\f^  -h  t\o.^  décrit 
le  segment  CCa-  Lorsque  le  paramètre  qui  entre  dans  5  variera  à  son  tour, 
^  engendrera  le  volume  D  limité  : 

i"  Par  le  plan  représentatif  de  f,,  ; 

2"  Par  le  cône  du  deuxième  degré  ayant  pour  sommet  C,  et  pour  hase  le 
cercle  T2  de  section  de  11  par  le  p^an  ^nrèixdent. 

Le  plan  l'^et  le  cône  2°  déterminent  parfaitement  le  volume  conique  que 
décrit  *C  lorsque  les  paramètres  qui  entrent  dans  o  prennent  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Revenons  à  l'espace  OEr^Tpar  la  transformation  bien  connue.  Au  plan  repré- 
sentatif de/o  correspond  la  demi-sphère  a.,  représentative  de/^.  t.,  représentatif 
de  ©2  est  sur  cette  demi-sphère.  Lorsque  /;  et  t'i  varient,  ç^  restant  fixe,  'C  décrit 
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i';i 


le  segment  non  euclidien  'C'Ca  et  l'on  a 


PP. 


PP.>  tio, 

a,  et  X.,  étant  les  premiers  coefficients  de  /*,  et  de  cp^. 


Lorsque  le  paramètre  de  (s.^  varie,  t.  décrit  la  demi-sphère  <7.j,  et  'C  dèc/if  an 
volume  D  limité  : 

i^  Par  cette  demi-sphèi'e  a.^; 

2°  Par  une  portion  de  la  surface  cyclide  qui  a  pour  points  coniques  réels  d 
et  son  symétrique  l\  par  rapport  au   plan   O^y),  et  pour  section  parle 

l'ig.  G5, 


planO^t]  :  d'une  part  le  cercle  y.,,  d'autre  part  son  inverse  par  rapport  à  P, 
avec  la  puissance  (  —  P ,  C, ) • 

Celte  portion  de  surface  cyclide  s'obtient  en  joignant  à  C  par  une  demi- 
droite  non  euclidienne  (cercle  orthogonal  au  plan  O^yj  limité  à  *(,)  un  point 
variable  sur  ya  et  en  faisant  décrire  à  ce  point  tout  le  cercle  ya*  Celle  surface 
cyclide  est  la  transformée  du  cône  de  sommet  'C,  de  base  1^  dans  la  représenta- 
tion projective. 

Le  volume  D  sera  dit  associé  à  la  forme  /proposée. 


l'/li 
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Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  trouver  D  lorsque  la  demi-sphère  représentative  de/, 
dégénère  en  un  demi-plan  orthogonal  à  O  ^y].  Dans  ce  cas  la  cyclide  engendrée  par 
un  cercle  orthogonal  à  O^y)  passant  par  'C,  et  rencontrant  la  droite  y^  (dégéné- 
rescence d'un  cercle)  coupe  O^y]  suivant  la  droite  ya  et  son  inverse  par  rapport 

àP,,  avec  la  puissance!  —P,^ij,  qui  est  un  cercle  passant  par  le  pôle  P,.  D  est 
limité  par  le  demi-plan  orthogonal  à  O^yj  élevé  par  yo  ^t  par  la  portion  de  la 
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surface  cyclide  engendrée  par  les  arcs  qui  vont  de  '(,  aux  points  de  y...  Un  de 
ces  arcs  est  la  demi-droite  parallèle  à  Ot  parlant  de  'C,  (voii-  la  figure). 

L'ensemble  (S)  est  alors  l'ensemble  des  substitutions  du  groupe  de 
Picard  dont  les  T  correspondantes  amènent  sur  t:,,  tous  les  pentaèdres  t:  de 
la  division  de  Picard  (pour  le  demi-espace  t  >  o)  avec  lesquels  D  a  au 
moins  un  point  commun  [r.^  =  -T,  (/)  =yS]. 

D  a  une  infinité  de  points  sur  O^Tj,  ce  sont  tous  les  points  du  cercle  y.. 
(S)  comprendra  donc  une  infinité  d'éléments,  et  par  suite  aussi  l'en- 
semble (/). 


Domaines  D  associés  à  deux  formes  équivalentes.  —  Si  l'on  passe  de  f 
à  F  par  la  substitution 


(S) 


(}.,  IX,  V,  p  enliers  complexes;  Àp  —  |u.v  =  i), 


F  sera  le  produit  des  transformées  F,  et  Fa  de  /,  et  /g  par  la  substitution  S. 
Par  la  transformation  T  associée  à  S,  le  point  'C,  représentatif  de  /,  devient  Z, 
représentatif  de  F,,  et  g.,  demi-sphère  représentative  de/,  devient  Z.,  demi- 
sphère  représentative  de  F^.  z>2  devient  une  forme  tj).  également  définie  dont 
le  point  représentatif  Zo  est  le  transformé  par  T  du  point  représentatif  Co  de  ro.,. 
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Ajoutons  que  <[>2  se  relie  à  Fo  comme  9,  à /a,  Z^  est  sur  ïo  comme  '(2  est  sur  cr^. 
Oo  et  tT>_,  ont  pour  déterminant  le  déterminant  commun  de  /a  et  Fo  changé  de 
signe. 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'insister  davantage,  on  voit  que,  T  étant  un  mou- 
vement non  euclidien,  le  domaine  D  associé  à/  se  transforme  par  T  dans  le 
domaine  (©  associé  à  F  ((D  =  DT).  Les  domaines  D  et  (D  associés  à  deux 
formes  équivalentes  f  et  F  se  transforment  donc  Viin  dans  Vautre  par  la 
transformation  T  du  demi-espace  que  définit  la  substitution  S  par  laquelle 
on  passe  de  f  à  F 

F  =r/S 

On  conclut  de  là  sans  difficulté  : 

Que  Von  parte  de  f  ou  d'une  forme  équivalente  quelconque j  l'ensemble 
des  formes  (f)  que  la  réduction  continuelle  conduit  à  former  est  toujours 
le  même. 

On  conclut  aussi  :  Les  formes  de  l'ensemble  (/)  sont  celles  des  formes 
équivalentes  à  /  dont  le  volume  associé  D  a  avec  ûq  au  moins  un  point 
commun. 

Définition  de  la  réduite  équivalente  à  f.  —  Dans  l'ensemble  (/)  nous 
allons  choisir  une  réduite  pour  représenter  la  classe  des  formes  équiva- 
lentes à  /. 

Soit  donc  f  =  f if 2  la  forme  proposée  : 

/\  =  ai^vx-' —  bixy' —  b\x'  y  4-  Ci  y  y'         {ciiCi  —  b^  b\  -^âj  >  o;  c^i  >  o), 
f.,:z:i  a>,.xx' —  biXy' — b'^x' y  ^  c^yy'        {b-^b'^^-a-iC^  z=z  o-i^  o), 

et  soit 

cp.rr  cf-iXx'  —  ^^xy'  —^ox'y  +  y^yy'         i^i'/i—  '^z^'-i  '=  ^i) 

la  forme  d'Hermite  définie  dépendant  du  paramètre  variable  —  que  Ton 
associe  kf.,  par  la  méthode  de  M.  Picard. 

Soit 

9  =  fl/i  -+-  tl(f,  ■=pxx'—  qxy'  —  q'x'y+  ryy' 

la  forme  associée  kf. 

g  =  tibi-{-/l^i, 

q'—t\b\  +  tl'^'.^, 

r  =  t-iCi  +  tly^, 

ô  —  pr  —  qq'=:l\di-{-  t\ûi+  titlùi^         avec         o,,— ar/a  -h  c^c/.^—  /^.3..-  b\^Ji. 
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Pour  certaines  valeurs  des  paramètres  qui  entrent  dans  9,  réduisons  (p  par  la 
substitution 

(S)  ' 

et  soit 

la  forme  réduite. 
Si 


0^0  —  U.V  r=  l), 

7-yX+pY        ^'       ^        ^' 
a»(X,  Y)  =r  PXX'-  QXY'-  Q'X'Y  +  RYY'=  9S 


F,-- A,XX'  — B.XY'  — b;x'y  +  (:,yy'=/,s, 
1^2 1=  A2XX'— B2XY'  -  B.X'Y  +  cav'^r/^s, 

4>2=  X2XX'—  KbjXY'-^  ll'o'oX'Y  +  S^YY'rzr  9.,  S 

sont  les  transformées  de  /,,  f^,  o.,  par  S,  on  a 

Q  =  tf  B,  +  n  111,2,       Q'  -  fj  b;  h-  tj  iii,; , 

et  le  déterminant  A  de  tp  est  égal  à  0  de  o. 
La  forme  tp  étant  réduite,  on  a 


2Ô 


et 


D'où  l'on  tire  aussi 


De  l'expression  de  P  on  tire  d'abord 


-  Y  --V, 

=  p 

Q  +  Q' 
2 

2 

2f         ~   2 

norme 

Q 

<P' 

Donc 

De  même  on  tire  de  R 


*   2  /  ~  2 


yV|  cAûg 


.  2t\t:, 


et  comme  P'>4^;^2A,-lo,  on  aura 


2^-f/iiy  Al. 1,2 


Avant  d'aller  plus  loin,  on  remarquera  que  lAal^cio  et  |Co|<32j  ainsi  que 
le  démontre  aisément  M.  Picard  dans  le  Mémoire  cité. 


D'autre  part, 

Donc 

Donc 

De  là  se  conclut 
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Ho  b;,  —  \,c,  —  a.  s.  —  iii'oDi)..  --  o.,. 

n,  b;  =  .1-,  a,  —  m,.,  nu;  +  a  ,  c,. 

b.,b:.<2,i-.,c,. 
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Km  a 

:       0 

^     0 

y   ' 

^^l^iVi 

\2/ill 

/    |A,A,| 

|A,  A2I  et  |C,  Co|  sont  les  valeurs  absolues  de  deux  coefficients  de  F.  Montrons 
comment  on  pourra  limiter  les  valeurs  absolues  de  tous  les  coefficients  de  F  en 

fonction  de  -i;-^- 

En  effet,  on  a 


Fz^AïA^X^X' 


(A,Ji,  4-Â2Bi)X2  X'Y'  + 
(A,B,  +  A,B'i)X'2XY  + 


BiB^XM'^ 
B',B'oX'n^ 

(B,  Cj+  B^  C,)X  Y  Y'-^  C.QYn''^ 

(h;Cj4-b;(:,)X'vy2 


4-(a,C2+-a,c,  +  b,b;  +  b,b;)xyx'Y' 

l^n  se  servant  de 


on  arrive  a 


Mais 
Donc 


lAiB.,  H-A,B,  I  , 

|A,B^.A;B;r^'V-^3.-^^.IB,I. 

b.b;  =  a.q-ô.. 


jB.(<v/A,C.<v/2Â7c; 


D'où  Ton-  tire 

I  A, Bj 4-  A2B,  [  <  A,  V/2XIG7-+-  -'^a  v/2A,Ci=: \/2XiA,i  [\/AiS2  +  \/.uC,  | . 
Maintenant  oji  a 

Donc 


/'-s  < R 


doÙ  ^^/2  ;Yi£2<PR<2  0. 


et  de  même 


20 


,76 
Donc 


De  même 
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|a,b;+A2b;i    ^        -    V  ^î^5      ^  i\ti 


B,B, 


4^ 


ce  qui  donne 


|B.B,|         4q 

|b;b;i     ^ï^i 


D'autre  part, 


|AiC,4-A2G,  +  B,B;h-B2B;]<A,  8,  ^-.^Gl^-2|B,B,l<-|^  +  -|^ 


Donc 


Enfin 


lAiCa+A^C  +  BiB'.+  B^B;  j<Af^ 


1  Bj  CgH-  B2  Cj 
B'^Q+B'.G, 


D'où  se  tire 


<  I  B,  I  S2+  I  B2 1  Cl  <  82  \/2  A,  C,  +  G,  v/2o^S 


IB,G,+  B,G,|  2 

|b;g,+b;c,i^v/|â;â;TV^'^'' 


On  voit  ainsi  que  tous  les  co<?fficients  de  F  sans  exception  sont  limités  en 

fonction  de  la  quantité  -j-^-  Remarquons  de  plus  que  dans  les  trois  derniers 

coefficients  seulement  intervient  au  dénominateur  du  deuxième  membre  dans 
l'inégalité  de  limitation  la  quantité  A,;l..  ou  la  quantité  plus  petite  |A,  A^l- 

La  quantité  0  =  rrrr  joue  donc  un  rôle  essentiel  dans  la  question.  Et  tout 

d'abord  on  voit  bien  facilement  que  si  l'on  passe  de  la  forme  /  à  une  forme 
équivalente  ^,  la  forme  o  associée  à /se  transforme  par  la  même  substitution 
en  <I>  associée  à  i  pour  des  valeurs  correspondantes  des  paramètres,  d'où  il  suit 
que  les  fonctions  0  et  0  relatives  à/  et  ^  sont  égales. 

Pour  deux  formes  équivalentes  et  pour  des  valeurs  correspondantes  des 
paramètres^  la  fonction  ^  prend  les  mêmes  valeurs. 

Les  deux  conséquences  habituelles  se  tirent  de  là  : 

1°  Les  formes  0  et  0  relatives  à  deux  formes  équivalentes  f  ei  §  prennent 
les  mêmes  valeurs  lorsque  les  paramètres  qui  figurent  dans  o  et  $  prennent 
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toutes  les  valeurs  possibles;  elles  ont  donc  même  minimum;  par  définition,  ce 
minimum  sera  pour  nous  le  déterminant  de  la  forme  f  envisagée  ;  il  sera  le 
même  pour  toute  la  classe  équivalente  kf. 

Qp  Les  formes  quadratiques  9  et  *[)  associées  à  deux  formes /et  j",  avec  les 
valeurs  respectives  des  paramètres  qui  donnent  le  minimum  des  fonctions  0 
et  0,  deviendront  équivalentes  en  même  temps  que/ et  ^.  Ainsi  <ï>  se  déduira 
de  <p  par  la  même  substitution  que  §  de  /  Il  est  donc  naturel  d'appeler  corres- 
pondante de  f  la  forme  quadratique  à  indéterminées  conjuguées  o  pour  les 
valeurs  des  paramètres  qui  rendent  0  minimum. 

Les  réduites  d^une  forme  f  seront  les  formes  de  (/)  qui  correspondront  à 
ce  minimum  de  0.  Leurs  correspondantes  sont  des  formes  quadratiques 
réduites.  Pour  les  déterminer  on  commencera  par  rechercher  pour  quelles 
valeurs  des  paramètres  0  devient  minimum;  ceci  donnera  la  ou  les  correspon- 
dantes quadratiques  o  de/.  S  étant  la  substitution  dn  groupe  de  Picard  qui 
réduit  une  correspondante,  /S  sera  une  réduite  de/. 

On  conclut  de  là  que  deux  formes  équivalentes  f  et  §  ont  les  mêmes 
réduites,  et  cette  proposition  ramène  l'équivalence  de  deux  formes  à  Viden- 
tité  entre  leurs  réduites. 

Etude  du  minimum  de  0.  —  Nous  avons  vu  que  pour 

/,ziza,^x' — bia;y' —  b\x''f -T- ciyj'         («iC,  —  />i  è',  =  (5i>  o,  a,  >  o), 
/j  r=  a^^x-x'  —  62  .v/  —  b'.,  .t'y  -+-  C2  y  y'         (  b.^  b'.,  —  «2  ^2  =  ^2  >  o  ) 

en  prenant 

(^2=  aixx'  —  ^^xy'  —  p'2^' V  -f-  yiyy'        i^-^y-i—  (52p'^  =  02>  o), 


on  avait 

avec 

donc 


ô  =  /|ôi4-  ^^0.+  /i^Hia,  Oi2=  «172+  C,a2—  ^11^2—  ^i  r'i'i 


dont  il  faut  trouver  le  minimum.  0  dépend  de  trois  paramètres  : 

1°  De  /,  et  /o  qui  n'entrent  que  dans  -^0,  -h  77 ^aî 

2"  Du  paramètre  ^  qui  entre  dans  o.  et  qui  n'entre  dans  0  que  par  l'expres- 
sion 0,0. 

J.  23 
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Pour  avoir  le  minimum  de  0  il  faut  : 


f T    >  It, 


1°  Avoir  le  minimum  de  -i  o,  4-  -i  o,,  ce  qui  donne 


\/o,       v/oi 

et  ce  qui  montre,  par  un  raisonnement  bien  connu,  que  'Ç  représentatif  de  la 
correspondante  est  milieu  non  euclidien  du  segment  '(,  '(^j  Ca  étant  le  point  re- 
présentatif de  Oo  pour  la  valeur  du  paramètre  de  ç^  qui  correspond  au  mini- 
mum de  0; 

2°  Avoir  le  minimum  de  0,2.  Un  raisonnement  maintes  fois  employé  dans 
ce  Mémoire  prouve  que  :  /",  étant  une  forme  définie  fixe,  et  cp^  une  forme 
définie  de  déterminant  constant  Oo  dont  le  point  représentatif '(2  décrit  le  plan 
non  euclidien  qui  représente  la  forme  indéfinie  f.,  de  déterminant  —  Oo,  le 
minimum  de  0,0  est  atteint  en  même  temps  que  celui  de  la  distance  non 
euclidienne  C'Ca»  c'est-à-dire  quand  'C2  ^era  le  pied  sur  a.,  (représentative 
de  /o)  do  la  perpendiculaire  non  euclidienne  abaissée  de  'C,  sur  cr^. 

D'où  la  conclusion  :  La  forme  o.,  correspondant  au  minimum  de  0  a  son 
point  représentatif  ^Ç.,  à  V intersection  de  la  demi-spJière  (j.^  qui  représente  f., 
et  du  demi-cercle  orthogonal  au  plan  Oçy]  et  à  celte  demi-sphère  a.^  mené 
par  'Ç^  représentatif  de  /', . 

'(.  représentatif  de  la  correspondante^  est  milieu  non  euclidien  de  d^o. 

Ce  sont  là,  comme  on  devait  bien  s'y  attendre,  des  relations  géométriques 
invariantes  par  toute  substitution 

^  rrr  ÀX -h  JUlY 

(A,  UL,  V.  0  quelconques), 

jz=vX.  +  pY         V  '  ^'    '  .    1  4       ;» 

et  par  la  transformation  T  du  demi-espace  qui  lui  est  associée.  La  correspon- 
dante est  donc  un  coçariant  quadratique  à  indéterminées  conjuguées  de  la 
forme  f. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  l'analogie  du  résultat  trouvé  avec  celui 
qu'on  a  trouvé  pour  les  formes  biquadratiques  ordinaires  à  coefficients  réels 
ayant  deux  racines  réelles. 

Cas  où  la  forme  proposée  a  ses  coefficients  entiers.  —  Alors  toute  forme 
équivalente  et  en  particulier  toute  forme  (/)  et  toute  réduite  F  équivalente  k  f 
a  ses  coefficients  entiers.  En  écrivant 

avec  les  notations  déjà  employées,  on  voit  que  A,  Ao  sera  un  entier  complexe. 
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Il  peut  arriver  que  cet  entier  soit  nul,  non  que  A,  puisse  jamais  être  nul,  mais 
parce^e  A^.  peut  très  bien  devenir  nui.  Ceci  se  présente  lorsque  la  forme  f., 
indéfinie  qui  entre  dans  f  peut  représenter  zéro,  c'est-à-dire  lorsqu'il  existe  un 
couple  d'entiers  complexes./;,^  tels  quc/^(.7;,  y)  =  o.  Dans  ce  cas  /*(.x',y)  =  o 
et  la  forme  biquadraliquc  proposée  peut,  comme  f.,,  représenter  zéro  (').  Si 
nous  écartons  ce  cas,  c'est-à-dire  si  nous  ercliions  les  formes  biquadratiqucs 
à  coefficients  entiers  qui  peuvent  représenter  zc/'o,  l'entier  A,  A^  n'est  jamais 
nul.  Donc  |A,  A^l^i. 

Dans  ces  conditions  on  pourra,  dans  les  seconds  membres  des  inégalités  (pii 
servent  à  limiter  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  F,  remplacer  au  déno- 
minateur |A,Ao|  ou  Ai-lo  par  i,  en  sorte  que  les  limitations  ne  dépendront 

plus  ({ue  du  déterminant  0  =  -^-^  et  seront  connues  dès  que  le  déterminant 

sera  donné. 

La  conséquence  immédiate  qui  s'en  déduit  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insislcr 
davantage  est  que,  pour  un  déterminant  0  donné,  le  nombre  des  réduites 
possibles  (ne  représentant  pas  zéro)  sera  essentiellement  limité,  par  suite  les 
formes  hiquadratiques  à  coefficients  entiers  du  type  envisagé  \  f  ^^  f^  f.,\ 
/", ,  forme  d'Hermite  définie;  f.,,  forme  d'Hermite  indéfinie],  sous  la  condition 
qu'elles  ne  puissent  représenter  zéro,  se  répartissent,  si  leur  déterminant 
est  donné,  en  un  nombre  fini  de  classes. 

Deuxième  cas.  —  f  se  décompose  en  produit  de  deux  formes  indéfinies 

On  reconnaîtra  ce  cas  à  ce  que  la  quarlique  bicirculaire  f{z,  i)  =  o  se 
décompose  en  deux  cercles  réels. 

Soient 

f^—-a^xx'-  t)^xy' —  h\x'  y  -t-  c^yy'  (  ^,  Z>',  —  ajC,  =  â,  >  o), 

f.,^za,_xx'  —  b^xy'  —  b'.^x' y  -\-  c.,yy'  (Z>.^f,  —  «..Cj— Ô2>  o). 

On  pourra,  si  l'on  veut,  multiplier/,  par  A,  et/,  par  À.(X,>.o=  i)  tels  que  les 
deux  déterminants  deviennent  égaux. 

/,  et/  sont  représentées  dans  le  demi-espace  t  >  o  par  deux  demi-sphères  o-, 
et  7.,  dont  les  cercles  d'équateur  y,  et  y.  dans  le  plan  O^/]  sont  définis  par 

f.,{z,  \)  —  a^zz.'—biZ  —  b'.,z'-\-c.,—  o. 


(1)  Géoinétriqucmenl,  ce  cas  peut  se  produire  lorsque  la  circonférence  du  plan  0\r^  dont 
l'équation  t=>l  /..{z,  i)  =  o  passe  par  un  point  du  plan  0;ïi  dont  l'affixe  z  est  un  nombre  com- 
plexe rationnel,  c'est-à-dire  lorsque  la  quartique  bicirculaire /ils,  i)  =  o  passe  elle-même  par  un 
tel  point. 
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On  associera  à/,  une  forme  quadratique  définie  o,  dépendant  d'un  paramètre 
variable,  ayant  son  point  représentatif  'Ci  sur  a,,  et  ayant  pour  déterminant  o,. 
On  fera  de  même  pour/^ 

cp,  —  a^xx'  —  [3, ^/'  —  (3',  x' y-ir  y^yy'         ( a, y,  —  ,3i ;3',  ■=  Oi >  o ), 
Puis  l'on  considérera  la  forme 

associée  à  /  et  dépendant  :  i°  des  deux  paramètres  /,,  A>;  2**  des  deux  para- 
mètres qui  définissent  ç»,  et  Ço- 

On  réduira  o  qui  est  une  forme  quadratique  d^Hermite  définie,  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  des  quatre  paramètres  qui  y  figurent.  Ceci  fournira  un 
ensemble  de  substitutions  modulaires  complexes  (S).  En  faisant  toutes  les 
substitutions  de  (S)  dans  f  on  obtiendra  un  ensemble  de  formes  (/)  =/"S  qui 
serbnt  dites  associées  à  /par  la  réduction  continuelle. 

Nous  allons  d'abord  étudier  (S)  et  (/). 

Pour  cela  il  importe  de  voir  dans  quel  domaine  se  déplace  X.  représentatif 
de  9. 

Prenons  la  représentation  projective  avec  la  sphère  2  pour  quadrique  fonda- 
mentale. 

y,  est  représentée  par  le  plan  polaire  du  point  a,,  h^^  //, ,  c,  ;  o,  a  son  point 
représentatif  C  à  l'intérieur  de  Z  dans  ce  plan.  Ce  plan  coupe  la  sphère  S  suivant 
un  cercle  F,  qui  correspond  au  cercle  y,  du  plan  OHt]. 

y*2  est  représentée  par  le  plan  polaire  du  point  a.,^  b.,^  bl,  c^  qui  coupe  ^Ll  sui- 
vant un  cercle  F,  correspondant  au  cercle  y^  du  plan  O^-/].  cpa  a  son  point  repré- 
sentatif Ca  à  l'intérieur  de  2  dans  le  plan  précédent. 

"C  représentatif  de  (^  =  t'^o^  -h  il^2  décrit  le  segment  '(iCo  lorsque,  ç,  et  o.^ 
restant  fixes,  /,  et  t^  prennent  toutes  les  valeurs  possibles.  Le  volume  D 
engendré  par  ce  segment  C,  Co;  lorsque  t^  décrit  l'intérieur  du  cercle  F,  et  'Ç., 
r intérieur  du  cercle  T.,,  sera  le  domaine  dans  lequel  se  meut  '(  lorsque  les 
quatre  paramètres  qui  entrent  dans  o  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Selon  la  position  des  deux  cercles  F,  et  F2  il  y  a  plusieurs  cas  possibles  : 

i**  Les  deux  cercles  F,,  F^  n'ont  pas  de  point  commun  réel  :  c'est  le  cas  où 
y,  et  Y2  n'ont  pas  de  point  commun  réel  [les  deux  points  doubles  à  distance 
finie  de  la  quartique  bicirculaire /(5,  i)  =  o  sont  imaginaires  conjugués].  11 
existe  alors  un  cône  du  deuxième  degré  ayant  son  sommet  extérieur  à  H  et  con- 
tenant les  deux  cercles  F,  et  Fo,  ce  cône  et  les  deux  plans  des  cercles  F,  et  I\ 
déterminent  un  tronc  de  cône.  Et  il  est  clair  que  le  segment  '(/(o  engendrera  le 
volume  D  de  ce  tronc  de  cône  lorsque  '(,  décrira  l'intérieur  du  cercle  F,  et  "(2 
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rinlérieur  du  cercle  1\.  Dans  h  figure  on  a  représenté  les  plans  de  F,  et  Y^  V^^' 
pendiculaires  au  plan  du  tableau  pris  comme  méiidien  de  S  pour  rendre  plus 
facile  la  représentation  du  tronc  de  cône  en  question. 


Fi  g.  <>: 


2°  Les  deux  cercles  F,,  T.,  ont  deux  points  communs  réels  [la  quartiquc 
bicirculaire  /(i:,  i)  =  o  a  deux  points  doubles  réels  à  distance  finie]. 

i.es  deux  cônes  réels  du  deuxième  degré  passant  par  F,  etF^  ont  alors  tous 
les  deux  leur  sommet  extérieur  à  S.  Ces  deux  cônes  délimitent  un  volume  1) 


Fig.  68. 


><. 


intérieur  à  la  fois  à  ces  cônes  et  qu'on  appelle  leur  solide  commun  en  Géométrie 
descriptive.  Un  peu  de  réflexion  suffira  pour  s'assurer  que  ce  solide  commun 
est  le  volume  engendré  par  le  segment  CL  lorsque  '(,  et  C  décrivent  respec- 
tivement l'intérieur  des  cercles  F,  et  F^. 

S''  Les  deux  cercles  F,  et  F^  sont  tangents.  C'est  un  cas  limite  du  premier  et 
du  deuxième  cas.  [Alors  les  deux  points  doubles  à  dislance  finie  de  la  quartique 
bicirculairey(:r,  i)  =  o  sont  confondus.]  Le  cône  déterminé  par  F,  et  F.,  a  son 
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sommet  extérieur  à  la  splière,  il  est  tangent  à  cette  sphère  au  point  de  contact 
de  r<  et  Fo.  Avec  les  plans  de  T^  et  T.,  il  délimite  encore  un  tronc  de  cône  qui 
est  le  volume  D  engendré  par  le  segment  t^  'Ç^  lorsque  'C,  et  'C.  décrivent  respec- 
tivement l'intérieur  des  cercles  F,  et  F^. 

Eig,  69. 


Revenant  à  la  représentation  des  formes  dans  le  demi-espace  t  >  o,  il  n'est 
pas  difficile  d'apercevoir  le  domaine  décrit  par  'Ç,  point  représentatif  de  o. 

Ç,,  représentatif  de  cp,,  décrit  la  demi-sphère  c",  représentative  de/,, 

"C,  représentatif  de  ^p,  est  un  point  du  segment  non  euclidien  'Ç^'Ç.,  projeté 
sur  P,  Pa  (P,  et  P.  projections  de  ç,  et  l.  sur  O^'f]),  en  P  tel  que 

a,  et  Cf..,  étant  les  premiers  coefficients  de  Ot  et  o.^, 

affiKede  P=4^^!— 4^  et  Ô^' =  ^l2l±iij^. 

1^  Les  deux  cercles  y,  et  y^  équateurs  de  cr,  et  cr.  n'ont  pas  de  point  commun 
réel.  Supposons-les  d'abord  extérieurs.  Le  domaine  D  sera  alors  le  transformé 
du  tronc  de  cône  trouvé  dans  la  représentation  projective.  Aux  deux  plans  de  base 
du  tronc  de  cône  correspondent  ici  les  deux  demi-sphères  a-,  et  a.,.  Le  cône  lui- 
même  était  l'enveloppe  d'un  plan  variable  tangent  à  F,  etFo  qui  laissait  F,  et  F. 
du  même  côté.  A  ce  plan  variable  correspondra  ici  une  demi-sphère  variable 
orthogonale  au  plan  O^y],  tangente  à  y,  et  y.  laissant  y,  et  y^  d'un  même  côté. 
C'est  dire  que  son  contact  avec  y,  et  y.  sera  extérieur  pour  les  deux  cercles,  ou 
intérieur  pour  les  deux  cercles.  Cette  demi-sphère  va  donc  envelopper  une 
demi-cyclide  de  Dupin  orthogonale  au  plan  Oçf\  et  qu'on  peut  engendrer 
comme  suit  :  Par  le  centre  de  similitude  externe  w  de  y,  et  y^  on  mènera  un 
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plan  variable  normal  au  plan  OHy]  ('  ).  Ce  plan  coupera  7,  et  y,  en  deux  couples 
de  points  antihomologues.  Dans  ce  plan,  sur  le  segment  joignant  deux  points 


Fi};. 


u,  II.,  antiliomologues  pour  diamètre,  on  décrira  un  demi-cercle.  Puis  on  fera 
tourner  le  plan  autour  du  centre  de  similitude  externe  co  de  façon  que  chacune 
des  extrémités  z^,,  u.,  du  diamètre  décrive  le  cercle  sur  lequel  elle  se  trouve 
d'une  manière  continue  (m,  et  u.,  restant  toujours  antihomologues).  Le  cercle 
de  diamètre  w,  w^.  engendrera  dans  ces  conditions  la  clemi-cyclUle  de  Dupin 
qui,  avec  les  deux  dentl-sphères  a-,,  <j.,  délimite  un  volume  D  qui  est  exacte- 
ment le  transformé  du  volume  du  tronc  de  cône  de  la  représentation 
projective. 

On  peut  remar  |uer  encore  que  ce  volume  J)  peut  être  engendré  comme 


suit  :  Par  (o  on  mènera  un  plan  normal  au  plan  OHy]  qui  coupe  7,  en  u^,  r,  et  1., 
en  Wo,  (\  {u^  et  u.,^  r,  et  p.  sont  des  couples  de  points  antihomologues).  Dans 
co  plan  on  construira  le  quadrilatère  non  euclidien  dont  u^^  u._,,  (%,  v.,  sont  les 


(1)  Ce  plan  est  le  transformé  d'un  plan  qni  dans  la  représentation  projective  passerait  :  i"  par 
le  sommet  du  cône  (extérieur  à  S)  contenant  Ti  et  r2;  a"  par  le  point  de  vue  de  la  projection 
stéréograpliique  qui  transforme  le  plan  O^r^  en  la  sphère  S. 
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sommets  (c'est  un  quadrilatère  dont  les  côtés  sont  les  quatre  demi-circonférences 
de  diamètres  w,Mo,  (^,i-.,  M,t^,,  w.^.).  Lorsque  le  plan  précédent  tournera  autour 
de  co,  le  quadrilatère  précédent  engendrera  le  volume  D. 

Comme  cas  particulier,  si  o-,  et  o-^  sont  deux  circonférences  égales  (c'est  le 


cas  où  -J  =  -4)'  la  cyclide  de  Dupin  qui  limite  D  devient  un  tore  ayant  pour 


a; 


méridienne  l'ensemble  des  deux  cercles  a,  et  cr^. 

L'un  des  deux  cercles  y,,  y.  peut  dégénérer  en  une  droite,  par  exemple  y^ 
(les  deux  ne  le  peuvent  à  la  fois  car  y,  etyj  auraient  alors  deux  points  communs 
réels  à  distance  finie  ou  infinie).  Dans  ce  cas,  w  vient  coïncider  avec  celle  des 
deux  extrémités  du  diamètre  de  y,  perpendiculaire  à  la  droite  y..,  qui  est  la  plus 


éloignée  de  cette  droite  y^.  Le  quadrilatère  non  euclidien  précédent  qui 
engendre  D  aura  deux  côtés  rectilignes  normaux  au  plan  O^y]  :  ce  sont  les 
normales  menées  par  u.,  et  t',  (confondu  avec  w)  au  plan  O^y],  les  deux  autres 
côtés  sont  les  deux  demi-cercles  de  diamètres  m,(',  et  ii^u.,  normaux  à  ce 
plan  O^Y]. 

Si  les  deux  cercles  y,,  y2  étaient  intérieurs  l'un  à  l'autre,  par  exemple  ya  inté- 
rieur à  y,,  une  sphère  tangente  à  y,,  y.^,  les  laissant  tous  deux  d'un  môme  côté 
et  orthogonale  au  plan  O^y],  doit  être  tangente  intérieurement  à  y,  et  extérieu- 
rement à  y^.  Ici  le  centre  de  similitude  à  choisir  est  le  centre  de  similitude 
interne  co' (d'ailleurs,  que  y,,  y^  soient  extérieurs  ou  intérieurs  l'un  à  l'autre, 
c'est  toujours  le  pôle  par  rapport  auquel  y,  et  y.,  sont  inverses  Vun  de  Vautre 
avec  une  puissance  positive  qu'il  faut  choisir).  Le  plan  variable  sera  mené 
par  o)'  et  le  domaine  D  sera  encore  engendré  par  le  quadrilatère  non  euclidien 
ayant  pour  sommets  les  quatre  points  où  ce  plan  coupe  y,  et  y.  {voir  la  figure). 
Il  n'y  a  donc  pas  de  différence  essentielle  entre  le  cas  où  y,  et  y:.,  sont  extérieurs 
et  celui  où  ils  sont  intérieurs  l'un  à  l'autre. 

2"  y,  et  ya  ont  deux  points  communs  réels.  On  peut  supposer  d'abord  que  ce 
sont  deux  vrais  cercles  non  dégénérés  en  droites  (puisque  au  besoin,  par  une 
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substitution  préalable  du  groupe  de  Picard,  on  peut  se  ramener  à  ce  cas-là).  11 
fiut  voir  ce  que  devient,  avec  la  représentation  actuelle,  le  solide  commun  aux 
deux  cônes  qui  contenaient  les  cercles  F,  et  1^  de  la  sphère  1.  La  surface  qui 
limitait  ce  solide  était  l'enveloppe  des  plans  tangents  à  F,  et  à  T.,  et  laissant  V, 
et  T.y  d'un  même  côté.  A  ces  plans  vont  correspondre  dans  notre  mode  actuel  de 
représentation  des  demi-sphères  orthogonales  au  plan  O^yj,  tangentes  à  y, 
cty^,  laissant  d'ailleurs  ces  deux  cercles  d'un  même  côté.  De  même  que  les  plans 
tangents  à  F,  et  I\  se  répartissaient  en  deux  séries  dont  chacune  enveloppait 
un  cône  de  second  degré  contenant  F,  et  V.,,  de  même  ici  nos  demi-sphères  se 
répartiront  en  deux  séries  selo/i  que  leurs  contacts  avec  y,  et  y^  seront  de  même 
nature  ou  de  nature  différente. 

Fig.  73. 


La  première  série  est  formée  des  demi-sphères  tangentes  à  y,  et  y^  avec 
contact  de  même  nature,  elle  va  envelopper  une  première  demi-cyclide  de 
Dupin  ainsi  définie  :  parle  centre  w  de  similitude  externe  de  deux  cercles  y, 
et  y^  (qui  est  un  pôle  d'inversion  positive  pour  ces  deux  cercles),  on  mènera  un 
plan  orthogonal  au  plan  OHy].  Ce  plan  coupera  y,  en  ?f,,  c,,  yo  en  z^^,  v.,\  w, 
et  f^2,  ainsi  que  r,  etp^>  étant  des  couples  antihomologues.  Dans  ce  plan,  sur  «,  u., 
et  p,('o  comme  diamètres,  on  décrira  deux  demi-cercles  qui  engendreront  la 
demi-cyclide  cherchée  lorsque  le  plan  précédent  prendra  toutes  les  positions 
possibles  autour  de  la  normale  menée  par  w  au  plan  OHy]. 

La  deuxième  série  est  formée  des  demi-sphères  tangentes  à  y,  et  yo  avec 
contact  de  nature  différente.  Elle  enveloppe  une  deuxième  cyclide  de  Dupin 
que  l'on  peut  définir  comme  suit  : 

Par  oj',  centre  de  similitude  interne  de  y,  et  y^  (qui  est  encore  un  pôle 
d'inversion  positive  pour  les  deux  cercles  y,  et  yg),  on  mènera  un  plan  normal 
au  plan  O^yj  qui  coupera  y,  et  y,  en  m',,  Pj  ;  m^,  v^\  u\,  u,  et  v\,  v,  étant  des 
couples  antihomoloiiues.  Sur  u.iî  et  v',v\  comme  diamètres,  dans  le  plan 
précédent,  on  décrira  deux  demi-cercles  qui  engendreront  la  deuxième  demi- 
cyclide  de  Dupin  cherchée,  lorsque  le  plan  précédent  accomplira  une  révolution 
complète  autour  de  la  normale  en  w'  au  plan  OHy]. 

J.  24 
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Los  doux  dcmi-cyclidcs  ainsi  trouvées  enfermant  un  volume  D  qiii 
contient  les  deux  demi-sphères  a-,  et  a.^  et  qui  n'est  autre  que  le  volume 
engendré  par  C  représentatif  de  ç  lorsque  les  paramètres  de  la  réduction 
continuelle  varient  de  toutes  les  façons  possibles  (  '  ). 

Nos  deux  demi-cyclides  admettent  pour  points  coniques  les  deux  points 
communs  à  Yi  et  ^2-  ^i  7i  et  y^  étaient  égaux,  la  première  demi-cyclide  devien- 
drait un  demi-tore  ayant  pour  méridienne  l'ensemble  des  cercles  y,  et  y^.  On 
peut  d'ailleurs  remarquer  que  les  deux  cercles  y,  et  y^  étant  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  aux  deux  cercles  orthogonaux  du  faisceau  (yiy^)  qui 
bissectent  l'angle  des  cercles  y,  et  y^  ("),  la  première  ou  la  deuxième  des  deux 
cyclides  précédentes  deviendra  un  tore  à  point  conique  par  une  inversion  ayant 
son  pôle  sur  le  premier  ou  le  deuxième  des  deux  cercles  bissecteurs  précédents. 

Si  l'on  fait  une  inversion  par  rapport  à  l'un  des  deux  points  d'intersection 
dey,  et  y^,  y,  et  yo  deviennent  deux  droites  A,,  A^  sécantes,  les  deux  cercles 
bissecteurs  précédents  deviennent  les  deux  bissectrices  A,,  Xo  de  leur  angle,  et 
les  sphères  ayant  pour  grand  cercle  ces  cercles  bissecteurs  deviennent  les  plans 
normaux  au  plan  0\^r\  menés  par  les  bissectrices  X,,  \,  de  l'angle  (AjAs). 


Fis. 


7-4  • 


Chacune  des  deux  demi-cyclides  limitant  D  est  engendrée,  comme  on  l'a  vu,  par 
deux  demi-cercles  orthogonaux  soit  à  la  première,  soit  à  la  deuxième  des  demi- 
sphères  ayant  pour  grand  cercle  un  cercle  bissecteur  de  l'angle  des  deux 
cercles  y,,  y^.  Elle  se  transformera  donc  en  une  surface  engendrée  par  un 


(')  La  remarque  suivante  facilitera  le  passage  de  l'une  à  l'autre  des  deux  représentations 
employées.  Les  plans  normaux  à  O^r^  passant  par  un  centre  de  similitude  correspondent,  dans  h» 
représentation  projective,  aux  plans  passant  :  i°  par  le  sommet  d'un  des  cônes  du  deuxième  degré 
contenant  F,  et  F2  ;  2°  par  le  point  de  vue  de  la  projection  stéréographique  qui  transforme  0  \'r,  en 
la  sphère  E.  Dès  lors,  la  première  série  de  sphères  correspond  à  celui  des  deux  cônes  qui  laisse 
à  son  extérieur  ce  point  de  vue,  et  la  deuxième  série  à  celui  des  deux  cônes  </ui  contient  le 
point  de  vue.  Les  plans  normaux  à  O^-/;  passant  par  w  et  coupant  -/i  et  -(i  ont  deux  plans 
limites  tangents  à  yi  et  Y21  'Is  correspondent  bien  à  la  première  série  de  sphères.  Ceux  passant 
par  w'  peuvent  prendre  toutes  les  |)ositions  possibles  autour  de  o)',  ils  correspondent  bien  à  la 
deuxième  série  de  sphères. 

(^)  Cercles  qui  ont  pour  centres  respectivement  w  et  w'. 
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demi-cercle  orthogonal  au  plan  0;y]  et  au  plan  jjissecteur  transformé  de  la 
demi-sphère  précédente,  c'est-à-dire  qu'elle  devient  un  demi-cône  de  révolution 
ayant  pour  méridienne  l'ensemble  des  deux  droites  A,,  Ao.  H  y  a  deux  Iclsdemi- 
cones  ayant  pour  axes  les  deux  bissectrices  de  l'angle  (A,  A.).  Ces  deux  demi- 
cones  situés  au-dessus  du  plan  0;rj  se  raccordent  le  long  des  droites  A,,  A^. 
L'espace  D  se  transforme  dans  l'inversion  précédente  en  l'espace  situé 
au-dessus  de  ces  deux  demi-cônes. 

Si  l'un  des  deux  cercles  y,  et  y^,,  par  exemple y^^  dégénère  en  une  droite,  co 
et  co'  viennent  coïncider  avec  les  extrémités  du  diamètre  de  y,  perpendiculaire 
à  la  droite  y.^- 

Par  co  on  mènera  un  plan  normal  à  OEy]  qui  coupe  yt  en  //,  et  y^  en  iij.  La 
première  demi-cyclide  sera  engendrée  par  le  demi-cercle  orthogonal  à  0:y]  de 
diamètre  ii^  u.,  lorsque  le  plan  cow,//^  tourne  autour  de  w. 

ris.  -^. 


La  deuxième  cyclide  s'obtiendra  en  substituant  w'  à  co  et  faisant  la  même 
construction.  Les  deux  demi-cyclides  se  raccordent  le  long  de  y,  et  de  yj  nor- 
malement au  plan  O^r^. 

Elles  délimitent  une  portion  d'espace  D  contenant  à  son  intérieur  la  dcmi- 
splière  de  grand  cercle  y,  et  le  demi-plan  mené  par  yo  orthogonalement  à  Oçt]. 
C'est  cette  portion  d'espace  D  que  décrit  le  point  'C  représentatif  de  o,  associée 

de/- 

Si  enfin  les  deux  cercles  y,  et  y^  dégénèrent  en  deux  droites  qui  sont  alors 
sûrement  sécantes,  on  tombe  sur  la  figure  qui  se  déduirait  du  cas  où  y,  et  y^ 
étaient  deux  cercles  sécants  par  inversion  relativement  à  un  de  leurs  points 
communs,  D  est  l'espace  situé  au-dessus  des  deux  demi-cônes  de  révolution 
(situés  au-dessus  de  O^v])  ayant  pour  méridienne  dans  le  plan  0;/]  l'ensemble 
des  deux  droites  y,  et  y^,. 

Dans  tous  les  cas  le  demi-cercle  orthogonal  à  G  H/]  ayant  pour  diamètre  la 
corde  commune  aux  deux  cercles  y , ,  yo  est  intérieur  au  domaine  D  ;  c'est  Tinter- 
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section  des  deux  demi-sphères  cr,,  (Xo  représentatives  de/,,/,  qui,  on  l'a  vu,  sont 
toutes  deux  intérieures  à  l'espace  D.  Cette  remarque  nous  sera  utile  dans  la 
suite. 

3°  Les  deux  cercles  y,  et  y...  sont  tangents.  On  peut  l'envisager  comme  une 
dégénérescence  du  premier  cas.  Par  le  pôle  d'inversion  positive  des  deux 
cercles  (centre  de  similitude  externe  pour  deux  cercles  tangents  extérieu- 
rement, de  similitude  interne  pour  deux  cercles  tangents  intérieurement), 
on  mènera  comme  dans  le  premier  cas  un  plan  normal  au  plan  O^yj  qui 
coupera  y,  et  y.,  aux  couples  de  points  antihomologues  (lit,  u^)  et  (c,,  i\). 
L'aire  intérieure  au  quadrilatère  non  euclidien  de  sommets  u^ ,  Wo,  v^,  r,,  c'est- 
à-dire  ayant  pour  côtés  les  cercles  orthogonaux  au  plan  O^y]  de  diamètre  u^  c,, 
Wot'o,  w,  u.,,  v^  V.,,  engendrera  le  volume  D  cherché.  Ce  volume  est  limité  d'une 


Fin.  'fi. 


Fig. 
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part  par  les  deux  demi-sphères  œ,,  a.,\  d'autre  part  par  une  demi-cyclide  de 
Dupin  définie  comme  enveloppe  des  demi-sphères  orthogonales  au  plan  OEv] 
tangentes  à  cr,,  îTo  avec  contact  de  même  nature  si  a^  et  a.,  sont  tangentes  exté- 
rieurement, avec  contact  de  nature  différente,  si  a-,  et  a-,  sont  tangents  intérieu- 
rement. 

Ce  cas  est  d'ailleurs  moins  intéressant  que  les  deux  premiers,  comme  on  le 
verra  par  la  suite;  il  présente  quelque  analogie  avec  celui  des  formes  quadra- 
tiques binaires  de  déterminant  nul. 

Nous  savons  maintenant  dans  tous  les  cas  trouver  le  volume  D  décrit  par 'C 
point  représentatif  de  l'associée  o  de  /  lorsque  les  paramètres  de  la  réduction 
continuelle  prennent  toutes  les  valeurs  possibles,  et  nous  avons  réussi  à  prouver 
qu'il  est  limité  par  des  surfaces  bien  connues  :  sphères,  cyclides  de  Dupin 
à  génération  très  simple. 

Pour  avoir  l'ensemble  des  substitutions  (S)  que  détermine  la  réduction 
continuelle  de  cp,  il  faudra  envisager  l'ensemble  des  penlaèdres  t  de  la  division 
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bien  connue  du  demi-espace  t^-o  avec  lesquels  Da  au  moins  un  point  commun 
et  l'ensemble  des  transformations  (T)  du  demi-espace  qui  amènent  -  sur  -„, 
l'ensemble  (S)  est  l'ensemble  des  substitutions  du  groupe  de  Picard  qui  défi- 
nissent les  (T).  On  en  déduit  l'ensemble  (/)  des  formes  équivalentes  à  /  que 
la  réduction  continuelle  associe  à/  [(/)  =/S,  -„  =  'îrT]('). 

Domaines  associés  à  deux  formes  èquivalenle^.  —  Soienty  et  F  deux  formes 
équivalentes  par 

(b)  <^  (/o —f/.v  =  i;  >,,  [JL,  V,  p  entiers). 

V  =/S.  Envisageons  les  transformées  F,  =/,  S  et  F.  =/^S  de  /,  et/,  par  S. 
Gomme /=/,/^,  on  a 

1<=F.F,. 

Considérons  aussi,  o,  et  ç..  étant  les  formes  définies  associées  à  y,  et/"^, 

<I>,=  (p,S         et         $.=  9. S. 

<ï>,  et  ^.,  seront  les  formes  définies  associées  à  F,  et  F^,  pour  des  valeurs  conve- 
nables des  paramètres.  Leurs  points  représentatifs  Z,  etZ^,  sont  les  transformés 
des  points  '(,  et  'C2  représentatifs  de  o,  et  o.  par  la  transformation  T  qui  est 
définie  par  S  [Z,  =  '(,  T,  Z.  =  C^Tj- 

La  demi-sphère  II.  représentative  de  Fo  n'est  autre  que  2^  =  a^T  et  la  demi- 
sphère  S,  représentative  de  F,  n'est  autre  que  2,  =  a,  T.  Sans  qu'il  soit  besoin 
d'insister,  on  voit  clairement  que  le  domaine  cD  associé  à  F  par  la  réduction 
continuelle  n'est  autre  chose  que  le  transformé  par  T  du  domaine  D  associé 
à/[F=/S,(D  =  DTJ. 

Les  domaines  D  et  cD  associés  à  deux  formes  équivalentes  fetF  se  trans- 
forment l'un  dans  Vautre  par  la  transformation  T  du  demi-espace  que 
définit  la  substitution  S  par  laquelle  on  passe  de  f  à¥. 

D'où  la  conclusion  habituelle  : 

Que  l'on  parte  de  f  ou  d'une  forme  équivalente  quelconque,  V ensemble 
des  formes  (f)  que  la  réduction  continuelle  associe  à  f  est  toujours  le 
même. 


(1)  Le  volume  D  aboutit  au  i)Ian  O^r,  par  les  deux  cercles  -'1,72!  on  en  conclut  immédiatement 
que  {S)  et  par  suite  {f)  comptent  une  infinité  d'éléments  puisque  les  penlaèdrcsr  se  pressent 
infiniment  aux  abords  du  plan  r,  et  puisque  aussi  sur  v,  et  71  se  trouvent  une  infinité  de  points 
d'affixc  irrationnel. 
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Kt  (le  même  : 

Les  formes  (/)  soiil  celles  des  formes  équk'aleiiles  à  f  dont  le  domaine 
associé  D  a  avec  r.^  au  moins  un  point  commun. 

Réduite  équivalente  à  f.  —  L'ensemble  (/)  comptant  toujours  une  inlînilc 
de  formes,  il  est  indispensable  de  faire  choix  dans  (/)  d'une  ou  de  plusieurs 
formes  réduites  pour  représenter  toute  la  classe  équivalente  à  /'. 

Soit  donc  /=  /1/2  la  forme  proposée 


Soient 
et 


/i  =  a^xx'  —  b^xy'  ~  b\  x' y  +  c,  l'v'         («i^i  —  *^i  b\  ==  —  Oi  <  o), 
/,:=  a^xx' —  b-yxy'  —  b'.,x' y  +  c,yy'         (<^2^'2 —  b.jy.,--jzi  —  d.,<i  o). 

cp,  —  y.^xx^—  (3,.r/—  p'j  x' y  +  y,  i-j'         (2(,yj—  ;3i  ,3',  =  ô,,  a,  >  o) 


les  formes  d'Hermite  positives  dépendant  chacune  d'un  paramètre  variable  que 
l'on  associe  à/,  et /o  par  la  méthode  de  M.  Picard.  Ci  représentatif  de  ç,  est 
sur  la  demi-sphère  o-,  représentative  de  f^  et  "C2  représentatif  de  «p^  est  sur  la 
demi-sphère  'j.,  représentative  dey^. 
Soit  enfin 

la  forme  associée  à  / 

o  ■=  pxx'  —  7-^/'  —  h'  •^'  y  +  ^'  y  y' 

avec 

/•—  /;(  y,  + /H  7-2. 
Le  déterminant  de  o  est 

^  =  pr  —  qq' ^^-  ^î  â,  +  t\^.:,-\-  t'ft^diz 


avec 


^■l'/i  +  ^x-i'/i  —  3i  [3'.  —  ,62  i5', . 


Pour  certaines  valeurs  des  quatre  paramètres  dont  dépend  o,  réduisons  cette 
forme  par  la  substitution 

et  soient 

F,  =  /,S=  Al  XX'—  B,XY'—  B,X'Y+  C,YY', 

F2=/,s=:  A^xx'—  B2XY'—  d;x'y+  C,YY', 

4»i—  cp,S  =  XiXX'—  \il.,XY'—  itl/j  X'Y  +  £iYY', 
<!),=:  92S  =r  .A2XX'-  Db^XY'-  ii'^X'Y  H-  32YY', 
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les  transformées  de  /',,/■,,  9,,  ?j  P'^i'  S. 
Soit 

*  —  oS  =  p\\'~q\\'—  o'x'  V  4-  m  Y  ' 

la  réduite  de  ç. 
On  aura 

i)  =  /f  \lî,,  -h  /.^Itl,,, 

u  =  t\  e\  +  /;j  e,. 

et  le  déterminant  A  de  tl>  sera  égal  à  celui  0  de  9. 

Les  conditions  de  réduction  satisfaites  par  tl>  donnent 
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O  +  O' 


()'—()     p 


P<\Aîo, 


La  limitation  des  coefficients  de  F  va  se  faire  tout  à  fait  de  la  même  façon  que 
dans  le  premier  cas  (produit  d'une  forme  définie  par  une  forme  indéfinie). 
On  usera  de 

Des  expressions  de  P,  Q,  Il  on  tire  : 

i"  Que 


d'où 


■1"  Que 

d'où 

3«  Que 
Donc 

et  de  môme 


/inz, 


R\K  Ô2 


0 


=  p^  =  4/T^M.,a,' 


t\tu%ie,iPR^2d. 


X,Z,: 


=^'2^1=  .2  -î 


20 


On  obtiendra  donc  les  mêmes  limitations  qu'au  premier  cas  pour  les  coefficienls 
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de  F 
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F=:A,A,X^\'^  — 


(AiB2  +  A2B,)X^X'V  + 
(A,B'.  +  A,H;)X'^XY  h- 


+  (a,c,  +  A2Ci+b,b;4-b.b;)xyx'Y'- 


(b,  c,+  b,  g,)x  y  y'»+  c,g,y^y's 
(b;c,  +  b;c,)X'Y'Y2 


A,B2+ A.B,  |<2v/'2^-^ 


b,b. 


tU'i 


120 


lA,a+A,C,+  B,B;+B,B;|<— 1 


B,a  +  B,C,l;^ 


V/|A,A,|  V^7^] 


Tous  les  coefficients  sont  donc  limités  supérieurement  en  valeur  absolue  à 

l'aide  de  la  quantité  G  =  -j-^qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  question,  dans 

les  limitations  des  trois  derniers  coefficients  de  F  entre  au  dénominateur  du 
second  membre  la  valeur  absolue  du  premier  coefficient  de  F,  (A,  Ao),  en  sorte 
que  la  limitation  est  illusoire  si  ce  premier  coefficient  est  nul,  ce  qui  peut  se 
produire  si  la  forme  proposée  f  peut  s'annuler  pour  des  valeurs  entières  des 
variables  x,  y  (ce  qu'on  énonce  quelquefois  en  disant  que  cette  forme  f  peut 
représenter  zéro). 

C'est  toujours  la  quantité  G  =^  jrri  dépendant  de  la  forme  o  seulement,  qui 
jouera  le  rôle  essentiel  dans  la  question  ;  on  voit  tout  de  suite  que  : 

Pour  deux  formes  équivalentes  f  et  §  et  pour  des  valeurs  correspondantes 
des  paramètres  qui  entrent  dans  leurs  associées  o  et  <l),  la  fonction  G  prend 
les  mêmes  valeurs. 

D'où  l'on  conclut  que  les  fonctions  0  et  0  relatives  à  ces  deux  formes  prennent 
le  même  ensemble  de  valeurs  lorsque  les  paramètres  de  la  réduction  continuelle 
varient  de  toutes  les  façons  possibles.  Elles  ont  donc  le  même  minimum  qui 
par  définition  sera  le  déterminant  de  la  forme  proposée  f.  Ce  déterminant 
est  le  même  pour  toute  la  classe  équivalente  à  f. 

On  appellera  correspondante  ©  de  f^  la  {ou  les)  forme  d' H  ermite  associée 
à  f  pour  les  valeurs  des  paramètres  qui  rendent  G  minimum .  Il  résulte  de  ce 
qui  précède  que  les  correspondantes  o  et  (!>  de  deux  formes  équivalentes/"  et  i 
sont  équivalentes  par  la  môme  substitution  que  /  et  #. 

Ceci  posé  :  soient  déterminées  les  valeurs  des  paramètres  qui  rendent  G  mi- 
nimum ou,  autrement  dit  :  soit  connue  la  (ou  les)  correspondante  ;p  de/. 
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Réduisons  cette  correspondante  o  par  une  substitution  convenable  S  du  groupe 
de  Picard  et  faisons  dans  /"  la  môme  substitution;  on  obtiendra  une  forme 
F  =/'S  de  l'ensemble  (/)  que  nous  appellerons  réduite  êqiiUatrnlc  à  f.  On 
peut  dire  aussi  que  la  ou  les  réduites'' équivalenles  à  f  sont  celles  des 
formes  (f)  dont  la  ou  les  correspondantes  sont  des  formes  d'Hermite 
réduites. 

On  conclut  de  là  que  deux  formes  équivalentes  f  et  §  ont  les  mêmes  réduites 
et  ceci  ramène  V  équivalence  de  deux  formes  à  l'identité  entre  leurs  réduites 
ou  leurs  groupes  de  réduites. 

Etude  du  minimum  de  0.  —  On  a  vu  que 

0  :=:   t\Oi~\-  /.'  C2  -h    f^  ^^^125 


avec 


Le  minimum  de 


^1  =  ^1  yi  —  ^i  ^'i  =  consl., 
0^=  oc^y., —  ^i^'.,^  consl. 


s'obtient  : 

1°  Par  le  minimum  de^ o,  -h  ^o^.,  ce  qui  donne,  comme  au  premier  cas 

si  C  et  L  sont  les  représentatifs  de  cp,  et  (p^  pour  les  valeurs  des  paramètres  qui 
rendent  0  minimum,  on  conclut  de  là  que  '(,  point  représentatif  de  la  corres- 
pondante o,  est  milieu  non  euclidien  des  deux  points  C,  ^2* 

2°  Par  le  minimum  de  o,._,  =  a, y.  4-  a^y,  —  fl,  ^'.,  —  t^o^',.  Le  point  'Ç^  repré- 
sentatif de  la  forme 

?i  =  5:,.r^'  —  [3,.rj'  —  (3;  x'y  +  y,  jj' 

à  déterminant  constant  o,  décrit  le  plan  non  euclidien  <t,  (')  (demi-sphère  a-, 
orthogonale  au  plan  O^y))  représentant  /, . 

'C.y  représentatif  de 

^2==  3c,x.r' — Sj^/'  —  [3'o^'k  h-  y-iyy' 

de  déterminant  constant  So  décrit  le  plan  non  euclidien  o-^  représentant/.. 

(1)  Dans  tout  ce  qui  suit  il  est  bon  de  se  servir  à  la  fois  des  deux,  représentations  des  formes 
d'Hermite  que  nous  connaissons  :  représentation  projective  et  représentation  dans  le  demi- 
espace  X  >  o. 

J.  25 
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Dans  ces  conditions  le  minimum  de  0,2  est  réalisé,  ainsi  qu'on  Ta  vu  bien 
des  fois  dans  les  Chapitres  précédents,  en  même  temps  que  celui  de  la  distance 
non  euclidienne  '(,  (o- 

Ici  trois  cas  sont  à  distinguer  : 

1°  Les  cercles  y,  et  y^  du  plan  OHv]  n'ont  aucun  point  commun,  les  demi- 
sphères  1^  et  (To  non  plus.  Alors  la  distance  non  euclidienne  C  C^  des  deux 
points  'C,  et  'C^  qui  les  décrivent  sera  minimum  quand  la  droite  non  eucli- 
dienne C  (o  sera  la  perpendiculaire  commune  non  euclidienne  aux  deux 
plans  non  euclidiens  a^  et  <j.,  (').  Cette  perpendiculaire  est  parfaitement 
définie.  Dans  la  représentation  projective  c'est  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  (a,,  ^,,  b\,  c,),  («o,  h.,,  b[,,  c.,)  qui  représentent/,  ety^  et  qui  sont  les 
pôles,  par  rapport  à  la  sphère  S,  des  plans  o-,  et  t.,  qui  représentent  aussi  ces 
deux  formes. 

Dans  la  représentation  à  l'aide  du  demi-espace  ^Oçy]':  (t>  o),  '(,,  L 
cherchés  sont  les  points  d'intersection,  avec  les  demi-sphères  g-,,  cjj  qui  repré- 
sentent y,,  y^,  du  demi-cercle  bien  défini  orthogonal  à  ces  deux  demi-sphères 
ainsi  qu'au  plan  O^yj.  Le  point  t  représentatif  de  la  correspondante  o  de /est 
alors  parfaitement  déterminé  par  sa  propriété  trouvée  d'abord  d'être  le  milieu 
non  euclidien  de  C  et  Z.,. 

Fig.  78. 


I      - 


Dans  ce  cas  la  forme  /  n'a  quune  correspondante  cp  parfaitement  déter- 
minée, elle  n'a  donc  qu'une  réduite,  en  général  et  en  tout  cas  un  nombre  fini, 
si  le  point  représentatif  de  la  correspondante  tombe  sur  une  face  d'un 
pentaèdre  ti  de  la  division  pentaédrique  de  l'espace. 


(1)  En  effet  on  voit  de  suite  que  Ç1C2,  pour  le  minimum,  doit  nécessairement  être  orthogonal 
au  plan  non  euclidien  œj,  et  de  même  au  plan  ai.  C'est  donc  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  plans. 
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Le  point  représentatif  de  la  correspondante  jouit  d'autres  propriétés  géomé- 
triques très  simples  : 

f'g-  79- 


En  effet  soient  l  ce  point,  '('son symétrique  parrapport  au  plan  OEy].  Faisons 
une  inversion  de  pôle  Ç.  Le  plan  O^yj  devient  une  sphère  de  centre  Z  inverse 
de  'C.  Le  cercle  l^'ÇC.,  devient  un  diamètre  Z,ZZ.  de  cette  sphère,  et  a^  et  a-., 
deviennent  deux  calottes  sphériques  intérieures  à  la  sphère  Z,  orthogonales  à 
cette  sphère  et  au  diamètre  Z,ZZo  de  cette  sphère.  De  plus  Z  sera  le  milieu 
ordinaire  des  deux  points  Z,  et  Z.  inverses  de  t^  et  L,.  Les  deux  calottes  sont 
donc  égales,  et  leurs  cercles  de  section  T,,  To  par  la  sphère  Z  qui  sont  les 
inverses  de  y,  et  y^  sont  deux  cercles  symétriques  par  rapport  à  Z  centre  de  la 
sphère.  La  demi-cyclide  qui  limite  le  volume  D  associé  à  la  forme  /  devient 
dans  l'inversion  une  portion  de  tore  d'axe  Z,ZZ^  engendrée  par  l'arc  de  cercle 
orthogonal  à  la  sphère  aux  points  A,  A.  où  un  plan  méridien  passant  parZ.ZZ^ 


Fi?:.  80. 


rencontre  les  deux  cercles  F,  et  F^  (arc  de  cercle  intérieur  à  la  sphère  Z).  Le  do- 
maine D  se  transforme  en  un  domaine  engendré  par  la  rotation  autour  de  ZjZa 
d'un  quadrilatère  curviligne  AjA^BoB,  dont  les  côtés  A,B,  et  A^Bj  sont 
les  sections  par  un  méridien  de  deux  calottes  sphériques  2,  et  X.  inverses  de  o-, 
et  (T.^,  dont  les  côtés  A,A^,  B,Bo  sont  également  deux  arcs  de  cercle  ortho- 
gonaux à  la  sphère  Z.  A,,  A^,  B,,  B^  sont  les  quatre  sommets  d'un  rectangle 
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et  ron  voit  que  Z  est  le  sommet  (Tun  cône  de  révolution  contenant  F,  et  Fo, 
orthogonal  à  la  sphère  Z.  Revenant  à  la  figure  primitive  on  voit  que  '(  e^t  le 
point  conique  (situé  au-dessus  de  OHy])  d'une  demi-cyclide  de  Dupin  contenant 
les  cercles  y, ,  y^  et  orthogonale  au  plan  O  Hy]  en  tous  les  points  de  ces  deux  cercles. 
Passant  à  la  représentation  projective,  avec  la  sphère  2  pour  quadrique  fonda- 
mentale, à  cette  demi-cyclique  de  Dupin  qu'on  vient  de  trouver,  correspond  un 
cône  du  deuxième  degré  contenant  F,Fo  et  ayant  son  sommet  C  intérieur  à  I 
(correspondant  du  point  conique  de  la  cyclide).  Ce  cône  est  parfaitement 
déterminé  et  unique  dans  le  cas  où  l'on  se  place  :  F,,  Fo  n'ayant  comme  y,  et  y^ 
pas  de  point  commun. 

On  vérifie  de  suite  que  son  sommet  '(  est  sur  la  droite  joignant  les  pôles  par 
rapport  à  H  des  plans  des  deux  cercles  F,  et  F.,  (perpendiculaire  commune  non 
euclidienne  à  ces  deux  plans).  Si  cette  droite  coupe  en  '(,  et  Co  les  plans  de  ces 
deux  cercles,  c'est  un  exercice  facile  de  montrer  que  C'Co  sont  symétriques  par 
par  rapport  à  C  en  géométrie  non  euclidienne,  ou  mieux  qu'ils  sont  symétriques 
par  rapport  au  plan  polaire  (par  rapport  à  H)  du  sommet  extérieur  à  S  du  cône 
du  deuxième  degré  qui  contient  F,  et  Fo.  Il  suffit  de  remarquer  pour  cela 
que  'C, ,  r,  et  les  points  I,  J  où  cette  droite  coupe  II  sont  deux  couples  d'une  invo- 
lution  dont  les  points  doubles  sont  les  sommets  des  deux  cônes  du  deuxième 
degré  contenant  F,  et  F^  ('(  est  un  de  ces  sommets).  On  a  alors 

(C,ciJ)  =  (r,çji) 

et  ceci  exprime  que  tX-z  ^  pour  milieu  non  euclidien  '(. 

En  définitive,  le  point  représentatif  C  de  la  correspondante  de  f  =  f^f,^  est, 
en  représenlalion  projective,  le  sommet  (intérieur  à  la  sphère  Z)  d'un  cône  du 
deuxième  degré  contenant  F,  et  Fo  cercles  représentatifs  de  /,  et  /.,.  Avec  la 
représentation  dans  le  demi-espace  OHy]t(t  ^  o),  c'est  le  point  conique  d'une 
demi-cyclide  de  Dupin  qui  coupe  le  plan  OHy]  orthogonalement  suivant  les 
deux  cercles  y,  et  y^. 

2°  Les  cercles  y,,  ya  ont  deux  points  communs.  Alors  les  deux  demi-sphères 
a,,  Œg  représentatives  de/,  et/^  ont  en  commun  un  demi-cercle  orthogonal  au 
plan  O^Yj  en  ces  deux  points-là.  La  distance  non-euclidienne  '(/(o  <^e  deux 
points  C  et  t.,  qui  décrivent  respectivement  les  deux  demi-sphères  ct,,  g^  sera 
minimum  et  nulle  lorsque  C,  (^  seront  confondus  sur  le  demi-cercle  d'inter- 
section de  (T,,  Œa-  C  sera  alors  confondu  avec  '(,,  '(o  ^^  ^<^  composante  n^est  pas 
complètement  déterminée.  Il  se  produit  ici  la  même  circonstance  que  celle  qui 
se  produit  dans  la  réduction  d'une  forme  quadratique  indéfinie  à  coefficients 
réels  ou  dans  la  réduction  selon  la  méthode  de  Dirichlet  interprétée  par 
M.  Bianchi  d'une  forme  quadratique  binaire  à  coefficients  complexes.  Ici  toute 
forme  d'Hermite  (p  ayant  son  point  représentatif  '(  sur  le  demi-cercle  d'inter- 
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section  de  o-,  et  a.,  sera  une  correspondante  de/(*).  Il  y  a  donc  en  général  une 
infinité  de  réduites  et  l'on  obtient  toutes  les  substitutions  réductrices  (S)  en 
cherchant  tous  les  pentàèdres  ::  de  la  division  de  Picard  (et  il  y  en  a  en  général 
une  infinité)  que  traverse  la  demi-circonférence,  intersection  de  a,  et  (7^  et  en 
déterminant  l'ensemble  des  substitutions  S  telles  que  les  T  correspondantes 
amènent  ces  pentàèdres  sur  r,^.  Sera  réduite  alors  toute  forme  F  équivalente 
à  /,  telle  que  le  demi-cercle  d'intersection  des  deux  dcmi-spJières  S,  e/  I. 
représentatives  de  F,  et  Fo  (F  =  F,  F.)  a  avec  r.^  au  moins  un  point  commun. 
En  général  il  y  a  une  infinité  de  réduites  :  nous  verrons  plus  loin  ce  qui  se  passe 
lorsque  la  forme  /a  ses  coefficients  entiers,  et  comment  ces  réduites  alors  sont 
en  nombre  fini.  Nous  consacrerons  une  élude  spéciale  à  ce  cas-là  qui  conduit 
à  des  résultats  particulièrement  simples. 

3°  Les  cercles  y,  et  y.,  sont  tangents  en  un  point  A.  On  est  alors  conduit  à 
prendre  pour  correspondante  de/  la  forme  de  discriminant  nul  qui  est  repré- 
sentée par  ce  point  A.  C'est  évidemment  là  un  cas  où  il  n'est  plus  possible  de 
parler  de  réduction  pour  cette  forme  correspondante.  On  a  un  cas  limite  des 
premier  et  second  cas  que  nous  écarterons  dans  la  suite. 

En  ce  qui  concerne  le  calcul  de  la  ou  des  correspondantes  (-)  quand  la 
forme /est  donnée,  on  pourra  le  faire  facilement  puisque  : 

1°  On  sait  reconnaître  par  des  moyens  classiques  si  /  se  décompose  en  un 
produit  de  deux  formes,  on  sait  aussi  trouver  ces  deux  formes/  et/o  ; 

2*^  On  pourra  ainsi  distinguer  dans  lequel  des  cas  précédents  on  se  trouve 
selon  que  les  deux  cercles  y,,  y^  ou  bien  n'auront  pas  de  point  commun,  ou 
bien  auront  deux  points  communs  réels.  On  peut  déterminer  ceci  directement 
d'après  la  réalité  des  points  doubles  de  la  quartiquc  /(^,  i)  =  o.  Le  premier 
cas  correspond  aux  points  doubles  imaginaires.  Le  deuxième  correspond  à 
deux  points  doubles  réels  à  distance  finie  (ce  qui,  soit  dit  en  passant,  donne 
immédiatement,  en  fonction  des  coefficients  de  la  forme  proposée,  la  forme  de 
Dirichlet  dont  les  racines  sont  représentées  par  ces  deux  points  du  plan  OHy], 
forme  de  Dirichlet  qui  est  représentée  par  le  demi-cercle  commun  à  a,,  (To, 
denii-spJières  représentatives  de  f^  et  f^\  et  la  réduction  de  cette  forme  de 
Dirichlet  sera  d'ailleurs  un  problème  identique  à  celui  de  la  réduction  de  la 
forme  proposée  /,  les  substitutions  réductrices  étant  les  mêmes  pour  les  deux 
formes. 

On  pourra  ainsi  connaître  individuellement  si  l'on  veut  chacune  des  deux 
formes  /  et  /o,  et  le  calcul  du  point  représentatif  *C  de  la  correspondante,  bien 
défini  par  ses  propriétés  géométriques,  n'offre  plus  aucune  difficulté. 

(')  On  a  fait  remarquer  en  temps  utile  que  ce  demi-cercle  était  intérieur  au  domaine  D  associé 
à  la  forme  f. 

(^)  On  peut  remarquer  que,  dans  tous  les  cas,  la  ou  les  correspondantes  sont  des  covariants 
quadratiques  à  indéterminées  conjuguées  de  la  forme  proposée. 
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Remarque  pour  le  cas  où  ta  forme  proposée  fa  ses  coefficients  entiers.  — 
Dans  ce  cas,  toute  forme  équivalente,  et  en  particulier  toute  réduite  a  ses 
coefficients  entiers.  En  reprenant  les  notations  habituelles,  si  F  est  une  réduite 
équivalente  à  /,  AiAo  qui  est  le  premier  coefficient  de  F  est  un  entier. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  premier  coefficient  n'est  pas  nul, 
ou  bien  il  est  nul.  Le  deuxième  cas  ne  peut  jamais  se  présenter  si  la  forme  f 
ne  peut  représenter  zéro,  c'est-à-dire  s'il  n'existe  aucun  système  de  deux 
entiers  x,  y  annulant  la  forme  y.  Bornons-nous  au  premier  cas,  c'est-à-dire 
que  nous  excluons  les  formes  biquadratiques  du  type  étudié  f  ^=l  f ^  f., 
(/,  et/o  formes  d'Hermite  indéfinies)  qui  pourraient  représenter  zéro.  Alors 
le  premier  coefficient  de  F  n'est  sûrement  pas  nul.  Dans  les  inégalités  de  limi- 
tation écrites  pour  tous  les  coefficients  de  F,  on  remplacera  la  quantité  | A,  A^] 
qui  entre  dans  certains  dénominateurs  par  la  quantité  non  supérieure  i;  on 
obtiendra  ainsi  aux  seconds  membres  de  ces  inégalités  des  quantités  parfaite- 
ment déterminées  par  la  connaissance  du  déterminant  0  de  la  forme  f. 
Il  suit  de  là  que,  si  ce  déterminant  est  donné,  chacun  des  coefficients  d' une 
réduite  F  ayant  ce  déterminant  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre  limité  de 
valeurs.  D'où  il  suit  deux  conséquences  : 

1°  Les  formes  biquadratiques  à  coefficients  entiers  et  indéterminées  con- 
juguées du  type  y  =  y,  f...  (/",  et/o  formes  d'Hermite  indéfinies),  non  suscep- 
tibles de  représenter  zéro  et  ayant  un  même  déterminant  donné,  se  répar- 
tissent en  un  nombre  limité  de  classes  (puisqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de 
réduites  équivalentes  à  une  f  du  type  cherché). 

2°  Si  une  forme  biquadra tique  à  coefficients  entiers  y  est  du  type  y  =  ff-2i 
y,  et  f.y  étant  deux  formes  d'Hermite  indéfinies  dont  les  demi-sphères  repré- 
sentatives CT,  et  «To  se  coupent  suivant  un  demi-cercle  réel,  si  en  outre  la 
forme  f  ne  peut  représenter  zéro,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  réduites  équi- 
valentes à  la  forme  y  (puisque  toutes  ces  réduites  ont  pour  déterminant  le 
déterminant  o  dey).  Dans  ce  cas,  comme  dans  le  cas  des  formes  quadratiques 
binaires  à  coefficients  entiers  complexes,  on  voit  que  les  réduites  équivalentes 
à  la  forme  proposée,  qui  en  général  sont  en  nombre  infini,  Ji  existent  plus 
qu'en  nombre  fini. 

Nous  nous  occuperons  plus  loin  de  lever  la  restriction  qu'apporte  l'énoncé 
précédent  :  considération  des  seules  formes  biquadratiques  non  susceptibles 
de  représenter  zéro.  La  méthode  employée  sera  différente  et  consistera  essen- 
tiellement dans  l'étude  de  la  forme  de  Dirichlet  représentée  par  le  demi-cercle 
commun  à  a-,  et  i.,.  On  montrera  que  cette  forme,  tout  en  ayant  ses  coefficients 
entiers,  n'est  pas  la  plus  générale  de  ce  genre,  et  c'est  ce  qui  permet  justement 
d'affirmer,  dans  tous  les  cas,  que  f  puisse  ou  non  représenter  zéro,  qu'il  n'y  a 
qu'un  nombre  fini  de  réduites  équivalentes  à  la  forme  proposée. 


CHAPITUE   III. 

ÉTUDE  DE  CERTAINS  SOUS-GROUPES  DU  (iROUPE  DE  PICARD. 


Soit 

\  .v  —  xX  +^Y  .         . 

■  (a,  3,  y,  0,  entiers  complexes  et  y.d  —  Sv  =  i), 

I  y  =zy>i~h  d\ 

une  substitution  S  du  gfoupe;  on  l'écrit  aussi  en  posant  z  =  —  sous  la  forme 

aZ  +  3 


vZ 


Elle  lie  z-  à  Z  par  une  relation  homo^raphique. 

La  transformation  qui  fait  passer  du  point  d'affixe  z  au  point  d'affixe  Z  a 
deux  points  doubles  dont  les  affixes  vérifient  l'équation 

_  «  -  +  ,3 

yz--i-{d  —  x)z  —  ^3  =  0. 

Ces  deux  points  doubles  peuvent  être  confondus  et  la  substitution  est  dite 
parabolique.  S'ils  sont  distincts  et  si  -3,  et  z.y  sont  leurs  affixes,  on  peut  mettre 

la  relation 

__  aZ4-.3 
"  ^  y  Z  +  ô 
sous  la  forme 


L'équation  qui  détermine  K  en  fonction  de  a,  ^,  y,  o  est  facile  à  former  : 

c'est 

(K^-M)  (ao  —  ,3y)  —  k(a-  +  ô-  H-  ajSy)  =  o 

et  avec  l'bypothèse  ao  —  ^y  =  i 

K-  —  K  I  (  a  +  a  )-  —  2  ]  4-  I  =  o. 

a -f  0  peut  être  un  nombre  entier  complexe  quelconque  A  -f-  iij.  (X,  u.  entiers 
réels),  puisque  la  substitution 

.r  =r  ÂX  H-  (>,/JL  +  /)Y, 
y  ^  /  X  +        i>       Y, 

où  a  H-  0  =  X  H-  /a,  est  une  substitution  du  groupe  de  Picard. 
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Dans  ces  conditions,  trois  cas  sont  possibles  : 

i**  K  est  de  la  forme  r'*" ,  K'  étant  un  nombre  réel.  C'est  le  cas  où  les  deux 
racines  de  l'équation  en  K  ont  i  pour  module.  La  substitution  S  est  dite 
elliptique. 

1^  K  est  réel.  La  substitution  S  est  dite  hypei^bolique. 

Ces  deux  cas  se  présentent  lorsque  (a  -f-  o)-  —  2  est  réel  :  le  premier  lorsque 
[(a  +  0)  —  ?.\-  —  4<Co?  condition  qui  se  réduit  à  (a  h-  o)-[(a  -h  0)-  —  4|  <;  o  ('); 
le  deuxième  lorsque  [(a  -h  0)-  —  4j(a  -h  o)'"^o. 

3"  Enfin  Iv  peut  être  une  imaginaire  quelconque  delà  forme  re'^\r^  i,  0:^-) 
et  la  substitution  est  dite  loxodromique. 

Ce  sont  là  des  résultats  connus  que  nous  rappelons  brièvement  pour  la  suite. 

Nous  allons  maintenant  étudier  les  relations  qui  existent  entre  certains  sous- 
groupes  du  groupe  de  Picard  qui  se  présentent  dans  la  réduction  continuelle 
des  formes  quadratiques  binaires  de  Dirichlet,  ou  des  formes  d'Hermitc  indé- 
finies, à  coefficients  entiers. 

Si  l'on  envisage  d'abord  une  forme  de  Diriclilct 

a  ,r-  4-  2  ^  .r  V  +  cy- 

où  «,  h,  c  sont  des  entiers  complexes,  on  sait  depuis  Diiicblet  quelle  e^t  con- 
servée par  un  groupe  cyclique  G  de  substitutions  modulaires  complexes, 
engendré  par  les  puissances  d'une  certaine  substitution  S  du  groupe  de  Picard, 
qui  peut  être  une  substitution  hyperbolique  ou  une  substitution  loxodro- 
mique. 

Si,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire,  on 
représente  la  forme  de  Dirichlet  par  la  demi-circonférence  F  orthogonale  au 
plan  OHy)  aux  deux  points  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  la  forme 

ac-  +  2/>;  -f-  c  =  o, 

on  voit  qu'il  existe  un  groupe  cyclique  (j  de  transformations  T  du  demi-espace, 
sous-groupe  du  groupe  de  Picard,  qui  conserve  la  demi-circonférence  F.  Ce 
groupe  cyclique  ç  est  engendré  par  la  T  qui  correspond  à  la  substitution  S 
génératrice  du  groupe  G  conservatif  de  la  forme  de  Dirichlet.  Si  cette  substi- 
tution S  est  hyperbolique,  toute  demi-sphère  passant  par  F  est  conservée  par 
une  transformation  T  quelconque  du  groupe  f/. 

Si  la  substitution  S  est  loxodromique  (Iv  =  /e'^),  la  T  qui  lui  correspond 


(1)  On  peut  remarquer  que  cette  condition  fixe  la  valeur  du  nomi^re  entier  réel  (a-+-S)-  à  i, 
•>.  ou  3,  sur  lesquelles  2  et  3  sont  à  rejeter.  Par  conséquent,  pour  toutes  les  substitutions  ellip- 
tiques du  groupe  de  Picard,  le  nombre  K  aura  pour  valeur  une  racine  de  l'équation 

K*  -t-  K  -H  1  =  o,         c'est-à-dire         K  =  c~    ^  . 
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change  une  demi-sphère  passant  par  T  en  une  demi-sphère  passant  par  T  et 

faisant  l'angle  0  avec  la  première;  si  0  est  commensurable   à  2-  MJ  =  ^-^ 

on  voit  que  la  transformation  Tt^  conservera  toute  demi-sphère  passant  par  F 
et  il  en  sera  de  même  de  tout  le  sous-groupe  de  (J  formé  des  puissances  de  T*^ 
(S^  sera  hyperbolique).  Si  0  est  incommensurable  à  27:,  aucune  des  transfor- 
mations de  g  ne  laissera  inaltérée  une  demi-sphère  passant  par  T. 

Il  n'est  pas  inutile  d'examiner  ce  que  donne  la  représentation  projective  des 
formes. 

Aux  racines  z,  el  z.,  de  la  forme  de  Dirichlet  proposée  correspondent  deux 
points  de  la  sphère  S.  La  forme  elle-même  est  représentée  par  le  segment  de  la 
droite  A  qui  joint  ZfZ.,. 

Fig.  81. 

A' 


Si  le  groupe  G  qui  conserve  la  forme  est  engendré  par  une  substitution  S 
hyperbolique,  le  groupe  \i  formé  des  T  qui  correspondent  aux  substitutions 
de  G  est  un  groupe  de  rotations  non  euclidiennes  autour  de  A'  conjuguée 
de  A  pai'  rapport  à  2L  (').  La  T  qui  correspond  à  S  et  dont  les  puissances 
engendrent  f/  est  en  effet  une  collinéation  qui  conserve  2  et  a  tous  les  points 
de  A'  pour  points  doubles.  Une  telle  transformation  conserve  tout  plan  passant 
par  A. 

Si  la  substitution  S  qui  engendre  G  est  loxodromique,  la  T  qui  lui  corres- 
pond se  décompose  en  deux  rotations  non  euclidiennes  autour  des  droites  con- 
juguées A,  A'.  La  rotation  autour  de  A  est  d'ailleurs  d'angle  non  euclidien  ô 
(si  K  =  ré^  caractérise  la  substitution  S).  On  voit  qu'un  plan  passant  par  A  se 
transforme  par  T  en  un  plan  passant  par  A  et  faisant  avec  le  précédent 
l'angle  8. 

Mentionnons  enfin  que,  pour  certaines  formes  de  Dirichlet  particulières  à 
coefficients  entiers  :  celles  dont  les  demi-circonférences  Y  représentatives 


(1)  Si  K  est  réel  et  négatif,  T  peut  être  envisagé  comme  une  suite  de  deux  rotations  non 
euclidiennes  :  la  première  correspondant  au  multiplicateur  |K|  autour  de  A',  la  seconde  de  180° 
autour  de  A.  La  seconde  a  pour  période  ■'.,  c'est  aussi  une  symétrie  non  euclidienne  par  rap- 
port à  A. 

J.  2G 
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sont  des  a/ êtes  (')  de  pcnlaàdres  r.  de  la  division  pentaédrique  du  demi- 
espace,  il  existe,  outre  le  groupe  cyclique  infini  trouvé  précédemment,  un 
groupe  cyclique  fini  formé  de  substitutions  elliptiques  conservant  ces 
formes.  Si  la  demi-circonférenee  F  est  l'arête  d'un  dièdre  droit  (non  euclidien) 
dans  un  penlaèdre  tc,  le  groupe  est  d'ordre  2  et  comprend  la  substitution 
unité  et  une  rotation  non  euclidienne  de  180"  autour  de  l'arête  considérée. 
Si  la  dcmi-circonierence  F  est  l'arête  d'un  dièdre  de  60",  le  groupe  est 
d'ordre  3  et  sa  substitution  génératrice  est  une  rotation  non  euclidienne 
de  120°  autour  de  l'arête  considérée. 

Considérons  maintenant  une  forme  d'Hermite  indéfinie  à  coefficients 
entiers 

/(.r,  y)  3=  ax,i' —  bxy' —  h' ûl' y  +  cyy'         ( bh'  —  ac  >  o) 

((7,  c  entiers  réels  ;  h  et  //  entiers  complexes  conjugués),  et  la  demi-sphère 
représentative  dont  le  grand  cercle  d'équateur  dans  le  plan  O^-/]  a  pour  équa- 
tion 

/(  ,T,  I  )  iz^  a  zz'  —bz  —  1/  z'  +  c  =  o. 

M.  Picard  {Annales  de  r École  Normale  supérieure,  1884)  a  démontré  qu'il 
existe  un  groupe  infini  de  substitutions  modulaires  complexes 

(S)     <  ou  z—     r.       '^  (3C,  [3,  y,  0  enliei-s;  ad  — |3y  =  i), 

\   y  -r=  y\  -\-  à\  'I  Ia-\-  ù 

laissant  invariante  la  forme  f.  Écrites  sous  la  forme  ;  =  —r. — ^>  ces  subsli- 

tutions  S  forment  un  groupe  fuchsien  dont  le  cercle  fondamental  est  le 
cercle  du  plan  O  ^yj  dont  V équation  est 

azz' — Ijz — b'  z'  -\-  c-=:o. 

M.  Picard  a  çnseigné  le  moyen  de  former  le  domaine  fondamental  de  ce 
groupe  fuchsien.  Depuis  que  son  Mémoire  a  été  écrit,  on  a  indiqué  d'autres 
moyens  pour  le  former  (voir  en  particulier  Klein  et  Fuickk,  Fonctions  auto- 
morpliesy  et  une  Note  de  M.  FIumbert,  C.  R.  Acad.  Se,  t.  162,  mai  1916). 
Passant  des  S  qui  conservent  y (x,  y)  aux  transformations  T  du  demi-espace 
qui  leur  correspondent,  on  voit  que  ces  transformations  conservent  toutes  la 


(')  Il  )  a  lies  arèlcs  de  ces  domaines  t:  qui  ne  sont  pas  apparentes,  parce  que  les  deux  faces 
qui  y  aboutissent  forment  un  dièdre  d'angle  i8o";  tel  est  par  exemple  l'axe  O-:  pour  To,  c'est 
l'axe  d'une  rotation  non  euclidienne  de  180"  définie  par  la  substitution  modulaire 

^  ce  =  iX, 

(S)  ] 

j  =  —  i\. 
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demi-sphère  c  représentative  de  f{x,  y)  (').  Les  substitutions  S  qui  con- 
servent/(x',  y),  on  le  voit  aisément,  sont  en  général  tontes  hyperboliques  ou 
paraboliques  et  leurs  points  doubles  sont  sur  le  cercle  y  é(|uateur  de  a.  Dans 
le  cas  seulement  où  ct  est  orthogonale  à  une  arête  {^)  d'un  pentaèdre  -  de  la 
division  du  demi-espace,  il  y  a,  outre  le  groupe  infini  précédent,  un  groupe 
fini  (')  de  deux  ou  de  trois  substitutions  elliptiques  (^)  (selon  que  le  dièdre 
ayant  pour  arête  l'arête  orthogonale  à  a-  est  de  90°  ou  de  Go"),  qui  conserve 
y(x',  y)  (les  T  correspondantes  sont  des  rotations  non  euclidiennï^s  de  180" 
ou  de  120°  autour  de  V arête  considérée^. 

Nous  nous  proposons  actuellement  de  chercher  des  relations  entre  les 
groupes  conservatifs  des  formes  de  Dirichlet  et  des  formes  d'Hermite  indé- 
finies à  coefficients  entiers.  Nous  allons  à  cet  effet  considérer  une  forme 
d'Hermite  indéfinie  à  coefficients  entiers  représentée  j)ar  la  demi-sphère  cr,  et 
chercher  si  le  groupe  qui  la  conserve  a  des  substitutions  communes  avec  le 
groupe  qui  conserve  une  forme  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers  dont  la 
demi-circonférence  représentative  F  est  sur  a.  Nous  dirons,  pour  abréger, 
qu'une  telle  forme  de  Dirichlet  est  contenue  dans  la  forme  d' Hermite. 

Une  première  question  à  résoudre  est  de  déterminer  celles  de  ces  formes  de 
Dirichlet  à  coefficients  entiers  qui  peuvent  être  contenues  dans  des  formes 
d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers. 

Soit  donc  la  forme 

f{x^  y)  :zz  ax^-k-  2bxy  +  c y- 

et  soient  z^,  z.,  ses  racines,  qui  vérifient  l'équation 

f{z,  \) --— a z''- -^  Q.  b z -\- c -z  o . 

Marquons  dans  le  plan  O^yj  les  deux  points  j,,  z.,\  la  demi-circonférence  F 
représentative  de  /(^,  y)  est  orthogonale  au  plan  OHt]  en  z^ ,  z.,.  S'il  existe  une 
forme  d'Hermite  indéfinie  à  coefficients  entiers  contenant/", 

V{x,  y)  —  Kxx'—'P. xy'  —  IV x' y  +  Cyy' , 

(1)  Avec  conservation  du  sens  de  rotation  sur  le  cercle  d'équaleur  de  a  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans 
les  préliminaires  de  la  deuxième  Partie. 

(2)  Cette  arête  peut  n'être  pas  apparente  :  telle  est  O-  dans  ::o.  Kn  ce  cas  le  groupe  corres- 
pondant compte  deux  substitutions. 

(3)  Et  tous  les  transformés  de  ce  groupe  fini  par  les  transformations  hyperboliques  ou  para- 
boliques précédentes  qui  conservent  la  demi-sphère. 

(*)  Si  le  groupe  compte  deux  substitutions  i  et  S,  S  peut  s'écrire 

z  —  a,  Z  —  -1  Z  —  Zi 


Z  —  Zi 


Z  —  z,  Z 


C'est  une  substitution  elliptique  de  période  2  ou  une  substitution  hyperbolique  avec  K  =  -  i 
L'une  et  l'autre  dénomination  sont  valables  sans  équivoque. 
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le  cercle  du  plan  OHt]  d'équation 

F(3,  i)  =  Azz'  —  Bz  —  B'c.'-hC=:o 
passera  par  z,  et  z.,. 


B' 

Son  centre  est  le  point  co  d'affîxe  -r-   rationnel.   Le  carré  de  son  rayon 


est T^ — -^  c'est  un  nombre  réel  rationnel.  Réciproquement,   un  cercle  du 

plan  O^Y],  dont  le  centre  a  pour  affixe  un  nombre  complexe  rationnel  et  dont 

Fis.  82. 


le  carré  du  rayon  est  un  nombre  réel  rationnel,  représente  une  forme  d'Hermitc 
indéfinie  à  coefficients  entiers. 

Si  alors  P  représente  le  point  d'affîxe ,  milieu  du  segment  -,  z.,  qui  joint 

les  racines  de  f,  P  étant  d'affixe  rationnel  ainsi  que  co,  on  conclut  que  ojP  est 
un  nombre   rationnel,   et    comme  il  en  est   de  môme    de  toz^,   on    conclut 
que  P^j  est  rationnel. 
Or  la  formule 

b        i/b-  —  ac 
a  a- 

montre  que 


Vz.  =  iNorme zzz — ^^ -• 

2  JNorme  a 

De  là  se  tire  que  Norme  {b-  —  ac)  doit  être  un  carré  parfait.  Cette  conclu- 
sion vaut  même  si  o)  se  confond  avec  P.  Si  co  est  distinct  de  P,  la  droite  Pco 
joignant  deux  points  d'affixes  rationnels  a,  par  rapport  aux  axes  O^,  Oy],  lut 
coefficient  angulaire  rationnel.  Il  en  est  de  même  de  la  droite  ^,  ^2  qui  lui  est 

normale.  Or  P^,   fait  avec  O^  un  angle  égal  à  arg.  ^ Il  y  a  donc  un 

nombre  complexe  rationnel  ayant  même  argument  que (').  Celte 


('  )  Ou  que 
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dernière  conclusion  ne  tient  plus  si  P  se  confond  avec  eu.  Mais  il  est  facile  de 
voir  que  le  résultat  est  général.  Pour  cela  nous  allons  établir  la  réciproque  de 
la  proposition  précédente. 

Montrons  que  si  Norme  (//-  —  ar)  est  carré  parfait  (d'un  entier  réel  néces- 
sairement), il  existe  une  infinité  de  formes  d'Hermite  indéfinies  à  coefficients 
entiers  contenant  la  forme  de  Diriclilet 

/( ^,  y  )  ^  a x"-  -\- 1  b xy  -^  cy- . 

Parliypothèse,  {h-  —  ac)  est  un  entier  complexe.  A  quelle  condition  la  norme 
d'un  tel  entier  est-elle  carré  parfait? 

Posant  A  H-  y./  ~h'-  —  ac^  il  faut  que  l'on  puisse  trouver  un  entier  réel  v  tel 
que 

C'est  là  une  é([uation  diopliantique  dont  la  solution  générale  est  bien 
connue.  On  prendra  deux  entiers  réels  arbitraires  a,  ^  premiers  entre  eux  et 
la  solution  générale  est  donnée  par 

v  =  A(a--f- ,5^), 

A  étant  un  entier  réel   quelconque,  si  a  et  j3  sont  de  parités  différentes,  et  la 
moitié  d'un  entier  réel  quelconque  si  a  et  [^  sont  tous  deux  impairs. 
Dans  ces  conditions 

À  -I-  /jLf  =  A [a-+  |3-  +  ^ a^f]  =  A  ( a  +  [3 0'. 

On  voit  donc  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  2Ha(b^  —  ac) 
soit  carré  parfait  est  que  le  nombre  h'-  — ac  soit  de  la  forme  A/-,  A  étant  un 
entier  réel  ou  une  fraction  réelle  de  dénominateur  i  et  t  un  entier  complexe^ 
A  et  t  pouvant  <r ailleurs  être  quelconques  de  leur  espèce  ('  ).  I']n  remplaçant 
au  besoin  /  par  it\  t'  étant  aussi  un  entier,  on  peut  supposer  toujours  A  >>  o. 

Si  en  particulier  ^  =  i ,  c'est-à-dire  si  Ir  —  ac  est  un  entier  réel,  la  condition 


(  1  )  I>icii  enlciuiii  on  ne  prendra  pour  A  une  fraction   réelle  de  dénoaiinatcur  ■>.{  A  =  —  j    que 

si  ^  =  a  -t-  jît  est  divisible  par  i  -i-  t,  ce  qui  arrive  si  a  et  ^  sont  tous  les  deux  impairs.  (Si  a  ot  'p 
sont  de  parité  difTérente,  on  prendra  pour  A  un  entier  réel).  Il  est  clair  dans  ce  cas  que 

t  =  {\.  -\-  i)t' 

définit  l'  entier  et  qu'alors  Kt-  n'est  autre  que  K' it'^.  On  peut  donc  dire  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  dT^i^b-  —  ac)  soit  carré  parfait  est  r/ue  6*  —  ac  soit  de  la  forme 
At'^  ou  \it^  (A  entier  réel,  t  entier  complexe,  quelconques). 
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A' 
est  satisfaite,  ^i  i  =  i  -hi,  t^=  2 i,  on  prendra  A  ~  —  ,  A'  étant  un  entier  réel 

quelconque,  et  l'on  voit  que  si  b'^  —  ac  ~  A'/:',  c'est-à-dire  si  b'-  —  ac  est  un 
entier  purement  imaginaire  d'ailleurs  quelconque,  la  condition  est  encore 
satisfaite. 

Dans  tous  les  cas  il  suit  de  b^  —  ac  =  Ai-,  A  étant  un  nombre  rationnel  réel 
positif  et  tun  entier  complexe,  que 

\/b- —  ac  =  ^v^A. 
Par  suite 

a  a 

y'A  est  un  nombre  réel,  -  un  nombre  complexe  rationnel;  on  voit  donc  que  la 
condition 

Norme  {b-  —  ac)  ^=  carré  parfait 


entraîne  que —  a  même  argument  qu'un  certain  nombre  rationnel.  Ainsi 

se  trouve  établie  dans  tous  les  cas  cette  dernière  conclusion.  Ces  deux  condi- 

tions  s'entraînent  d'ailleurs  l  une  l'autre,  car  si '-  a  même  argument  qu'un 

certain  nombre  rationnel  R,  on  peut  écrire 

^- z=:/?iR         (m  étanl  un  nombre  réel). 

a 

Donc 

b-  —  ac  =  a-m^K^ 

et 

Norme (Z^- — <7c)  =  Norme (/«-)  x  Norme  (rt-R-). 

(b-  —  ac)  et  (a^R^)  étant  des  nombres  rationnels,  il  en  sera  de  même  de  /n^. 
Donc  Norme  (fn^)  sera  aussi  carré  parfait  d'un  nombre  rationnel  ainsi  que 
Norme  (a^R^).  Donc  Norme  (b-  —  ac)  sera  aussi  carré  parfait  d'un  nombre 
rationnel  qui  ne  peut  différer  d'un  entier. 

Les  deux  conditions 

Norme(6^  —  ac)=  carré  parfait 
et 


»         \/^'  —  cic  ,,  ,  .  ,  , 

Arff.  ^^ =  argument  d  un  nombre  rationnel  complexe 

a  * 

sont  donc  complètement  équivalentes. 

Si  elles  sont  remplies,  il  s'ensuit  que  la  droite  z^  z.y  joignant  les  racines  de 
la  forme  f  a  ])ar  rapport  aux  axesQ>\,  Ot]  un  coefficient  angulaire  rationnel; 
ilenestde  même  de  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  droite  au  milieu  P  des  deux 
points  ^,,  z.,  qui  est  un  point  d'affixe  rationnel  complexe Il  existe  donc  sur 


FOHMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES.  207 

cette  dernière  droite  une  infinité  de  points  d'affixe  rationnel  complexe;  il 
suffira  pour  en  avoir  un  de  prendre  un  point  de  cette  droite  dont  l'abscisse  ^ 
surpasse  Tabscisse  de  P  d'un  nombre  rationnel  réel  quelconque.  Soit  cd  un  tel 
point.  Po)  sera  un  nombre  rationnel  réel.  De  même 


ry— - \/ .Nonne  {b-  —  ac) 

^   -^1 —   \i ' 

iMorme  a 
sera  rationnel. 

Donc  ojSj  sera  rationnel.  La  forme  d'Hermite  indéfinie  représentée  dans  le 
plan  0;y]  par  le  cercle  de  centre  w  passant  par  2,50 sera  donc  une  forme  àcoef- 
cients  entiers. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  cette  proposition  réciproque  de  la  première  pro- 
position établie  :  *S/*  Nonne  {b-  —  ac)  est  carré  parfait^  ou  ce  qui  revient  au 

même  si a  même  argument  qu  un  nombre  complexe  rationnel^  la 

forme  de  Dirichlel 

à  coefficients  entiers  complexes  est  contenue  dans  une  infinité  dénom- 
hrahle  de  formes  d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers. 

De  la  résolution  de  ce  premier  problème  on  conclut  que  les  seules  formes  de 
Dirichlet  à  coefficients  entiers  contenus  dans  une  forme  d'Hermite  indéfinie  à 
coefficients  entiers  dont  a-  est  la  demi-sphère  représentative  sont  représentées 
par  les  demi-circonférences  d'intersection  de  a  avec  toutes  les  demi-sphères 
représentatives  d'autres  formes  d'Hermite  à  coefficients  entiers  qui  coupent  1. 

On  peut  résumer  les  résultats  précédents  par  la  classification  suivante  : 

Soit  une  forme  de  Dirichet 

f{jc,  }■).■=:  aa;--\-  ■îbxy  -\-  cy'^ 

aux  coefficients  entiers  «,  h,  c. 

Trois  cas  sont  possibles  : 

i*^  Ou  bien  l'entier  réel  Norme  (b'-^  —  ac)  n'est  pas  carré  parfait,  c'est  le  cas  le 
plus  général.  Alors/ n'est  contenue  dans  aucune  forme  d'Hermite  indéfinie  à 
coefficients  entiers. 

2^  Ou  bien  Norme  (b- —  ac)  est  carré  parfait.  Alors  la  forme/(dont  les 
racines  en  ce  cas  ne  sont  pas  en  général  rationnelles)  est  contenue  dans  une  infi- 
nité dénombrable  de  formes  d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers. 

3°  Ou  bien  b'-  —  ac  est  lui-même  carré  parfait  d'un  nombre  rationnel  com- 
plexe. 

(C'est  le  cas  où  le  nombre  réel  rationnel  A,  qu'on  a  trouvé  en  mettant  b'  —  ac 
sous  la  forme  A^-  lorsque  la  deuxième  condition  est  remplie,  est  lui-même 
carré  parfait  d'un  nombre  rationnel.) 
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Alors  les  deux  racines  z^  z.^  de  la  forme  /  sont  elles-mêmes  rationnelles.  On 
exclut  généralement  ces  formes  fk  racines  rationnelles  dans  l'étude  des  formes 
de  Diriclilet,  car  elles  sont  le  produit  de  deux  formes  linéaires  à  coefficients 
rationnels. 

Revenons  maintenant  à  la  forme  d^Hermite  indéfinie 

¥{sc.  y)  ^  k  xx'  —  V>xy'  —  B'.r'y  +  C  ry' 

aux  coefficients  entiers  A,  B,  B',  G.  Soit  g-  sa  demi-sphère  représentative. 

Soit /(a;,  y)  =  ax-  H-  ihxy  -\-  cy-  une  forme  de  Dirichlet  aux  coefficients  en- 
tiers a,  b,  c  contenue  dans  F.  Sa  demi-circonférence  représentative  F  est  sur  a. 
F  est  l'intersection  de  t  avec  une  infinité  dénombrable  de  demi-sphères  a' 
représentant  comme  i  des  formes  d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers. 

Imaginons  que  nous  fassions  la  réduction  continuelle  de  la  forme  f.  Nous 
suivons  la  demi-circonférence  F  dans  un  sens  bien  déterminé  et  quand  le  point  '( 
qui  décrit  F  est  dans  un  certain  pentaèdre  k  de  la  division  connue  de  l'espace, 
nous  faisons,  sur  y  pour  la  réduire,  la  substitution  S  du  groupe  de  Picard  telle 
que  la  T  correspondante  transforme  '(  en  Z  situé  dans  -n  (Z  =  CT;  tto  =  "^T). 
Lorsque  M  décrit  F,  nous  obtenons  ainsi  dans  7:^  un  certain  nombre  d'arcs 
réduits  congruents  à  des  arcs  de  F,  et  comme  le  nombre  de  ces  arcs  est  essen- 
tiellement fini  puisque/a  ses  coefficients  entiers,  chacun  de  ces  arcs  s'obliendra 
périodiquement  une  infinité  de  fois  puisque  F  traverse  (sauf  le  cas  où  les  racines 
de  y  sont  rationnelles)  une  infinité  de  pentaèdres  tt.  Désignons  par  F,,  Fo,  ...,  F,j 
ces  arcs  réduits,  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent.  '(  décrivant  un  arc  de  F  équi- 
valent à  F,,  la  substitution  S,  telle  que  laT,  correspondante  amène  cet  arc  sur  F, 
dans  tIq,  va  transformer  la  forme  F  (as,  y)  d'Hermite  en  une  forme  réduite 
puisque  la  T,  transformera  a  en  une  demi-sphère  contenant  F,,  c'est-à-dire 
coupant  t:^.  '(  décrivant  F,  après  l'arc  précédent  équivalent  à  F,  va  se  présenter 
un  arc  équivalent  à  Fo. 

La  substitution  réductrice  S^  déterminera  une  Ta  qui  amène  l'arc  considéré 
sur  Fo  et  transforme  ct  en  une  demi-sphère  contenant  Fo,  So  réduit  F.  En  conti- 
nuant ainsi,  '(  décrivant  F,  on  va  obtenir  successivement  des  formes  réduites 
équivalentes  à  F(x,  y)  dont  les  demi-sphères  représentatives  passeront  respec- 
tivement par  F,,  Fo,...,F,j.  Après  cela,  à  cause  de  la  périodicité,  'Ç  va  décrire  sur  F 
un  arc  équivalent  à  F,  et  la  substitution  qui  transformera  cet  arc  en  F,  transfor- 
mera 1  en  une  demi-sphère  contenant  F^ .  Nous  avons  déjà  obtenu  une  première 
demi-sphère  équivalente  à  a  et  contenant  F,,  rien  ne  nous  assure  que  la  demi- 
sphère  passant  par  F,  que  nous  venons  d'obtenir  en  dernier  lieu  est  confondue 
avec  la  première.  '(  décrivant  F  on  voit  donc  qu'il  se  présente  une  première  série 
de  formes  réduites  équivalentes  à  F(a;,  y),  dont  les  demi-sphères  représentatives 
passentrespectivement  par  F,,F2,...,F„;  puis  une  deuxième  série  de  formes  jouis- 
sant des  mêmes  propriétés,  leurs  demi-sphères  représentatives  devant,  en  général, 
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être  supposées  distinctes  des  premières;  puis  une  troisième  série,  etc.  Mais  on 
sait  d'autre  part  que  le  nombre  des  formes  réduites  équivalentes  à  F(x,  y)  est 
fini  puisque  F  a  ses  coefficients  entiers.  O/i  doit  donc  forcémenl  arriver  à  une 
{m  _j- 1)'^""-  série  de  formes  dont  la  première  a  une  demi-sphère  représentative 
passant  par  V,  i't  coïncidant  avec  une  des  demi-sphères  équivalentes  à  o-  et 
passant  par  F,  déjà  obtenues  (  '  ). 

Analysons  ce  processus.  On  sait  que  /(./;,  y)  est  conservé  par  un  groupe 
cyclique  infini  de  substitutions  comprenant  toutes  les  puissances  entières  posi- 
tives et  négatives  d'une  certaine  substitution  S  hyperbolique  ou  loxodromique. 
'(décrivant  T,  décrit  d'abord  une  première  série  d'arcs  Y(,  Y2,  -MTn?  équivalents 
respectivement  à  T,,  1\,,  ...,  F^,,  puis  une  deuxième  série  d'arcs  analogues  qui 
ne  sont  autres  que  y,T,  y^T,  ...,  y,jT  (T  étant  la  transformation  du  demi- 
espace  que  définit  S),  puis  une  troisième  série  d'arcs  y,T-,  y^T-,  ...,y„T-,  ...; 
enfin  une  m""""  série  y,  T'",  y.T'",  . . . ,  y„ï"'. . . . 

Désignons  par  S,,  S.,  ...,  S„  les  substitutions  dont  les  T,,  1\,  ...,  T„  corres- 
pondantes amènent  y,,  y^,  ...,  y,jsurr,,  Fo,  ...,  F„. 

La  première  série  de  réduites  équivalentes  à  F  qu'on  va  rencontrer  sera 

FS„     FS„     ...,     FS„. 

Pour  amener  sur  F,  l'arc  y,T  que  l'on  rencontre  sur  F  après  y„,  il  faut  faire  la 
transformation  T  '  qui  l'amène  sur  y,,  puis  T,;  c'est-à-dire  en  définitive  la 
transformation  T~'  T, . 

La  deuxième  série  de  réduites  équivalentes  à  F  qu'on  va  rencontrer  sera 

FS-'S,,     FS--'S„     ...,     FS-'S„. 
La  troisième  série  sera  de  même 

FS-^S,,     FS-^S,,     ...,     FS--S,,. 
La  //ï"'""'  série  sera 

pS-('«-i)Si,     ...,     FS-('"-'^S". 

Par  hypothèse,  FS,,  FS~'S,,  ...,  F5-"'-'^S,  sont  distinctes,  comme  leurs 
demi-sphères  représentatives. 
La  (m  -f- 1 )''""'  série  sera 

FS-'"S,,     FS""'S„     ...,     FS-"'S„, 

et  par  hypothèse  la  demi-sphère  représentative  de  FS~"'S,  est  identique  à  la 
demi-sphère  représentative  d'une  des  formes  FS,,  FS~'S,,  FS~'"'"''S,  ;  c'est- 
à-dire  que  FS^'^S,  est  identique  à  une  des  formes  précédentes, 

FS-  "'S,=  FS-'"'S,         {m' <m). 

(')  Avec  coïncidence  des  sens  de  rotation  sur  les  équaleurs  des  deux  denii-splières. 

J.  27 
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Mais  alors 

•-  FS-'"      p=FS-"'', 

FS- '"+'"'=:  F; 
ceci  s'écrit 

De  là  on  conclut  m'  =  o,  car  si  m'  ^  o,  on  conclurait  de 

FSir=FS-""-"'''S, 

que  m  n'est  pas  le  premier  indice  de  la  suite  indéfinie  i,  2,  ...,  m...,  pour  lequel 

la  suite 

FS,,     F.S-*Sj,     FS-'-S,,     ...,     FS-'"S„     ... 

présente  un  terme  identique  à  un  terme  déjà  rencontré. 

On  a  donc 

FS-'"S,  =  FS,. 

Donc 

FS-'«      =:F 

et  par  suite 

FS-'"S,=  FS,, 

c'est-à-dire  que  toutes  les  formes  de  la  (m  -+-  i)'^™"  série  coïncident  respec- 
tivement avec  celles  de  la  première.  A  partir  de  la  (m -h  i)"'""'  série,  on 
retrouve  les  premières  séries  de  formes,  périodiquement,  la  (j)i  -h  i  )'*""'  étant 
identique  à  la  première,  d'une  façon  générale  la  série  d'ordre  Am  -+-  p  (p'Sm) 
étant  identique  à  la  /?'*'"^ 
Mais  il  y  a  plus  :  l'égalité 

FS-"'=F  =  FS'" 

prouve  que  la  substitution  S~'",  qui  conserve/,  conserve  aussi  F;  c'est  d'ailleurs 
une  substitution  hyperbolique  puisque  ses  points  doubles  sont  distincts  (racines 
de/)  et  puisqu'elle  conserve  F,  et  par  suite  sa  circonférence  représentative  avec 
son  sens;  donc  elle  appartient  au  groupe  fuchsien  infini  des  substitutions  modu- 
laires qui  conservent  F. 

D'où  la  conclusion  fondamentale  suivante  :  Si  la  forme  de  Dirichlet  f  à 
coefficients  entiers  est  contenue  dans  la  forme  d' Hermite  F  à  coefficients 
entiers,  il  existe  une  substitution  hyperbolique  du  groupe  fuchsien  des  substi- 
tutions modulaires  conser^atives  de  F,  qui  conserve  aussi  f.  Cette  substitution 
est  une  puissance  entière  de  la  substitution  fondamentale  S  du  groupe  cyclique 
des  substitutions  modulaires  conservatives  de  /.  Par  suite,  cette  substi- 
tution S  (*)  n''est  pas  une  substitution  loxodromique  quelconque,  puisqu'une 

(*)  Qii'i  ainsi  que  nous  l'avons  rappelé  précédemment,  peul  être  a  priori  liyperbolique  ou 
loxodromique. 
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certaine  puissance  entière  m*'^™*^  (')  de  S  est  hyperbolique;  si  K  =  rf>'^'  caracté- 
rise la  substitution  SP~^'  =  Ky^~!')'  on  aura  mO  =  ip-,  p  étant  entier. 
Donc  ô  est  comme nsurabLc  à  ir^. 

Il  résulte  immédiatement  des  considérations  précédentes  qu'il  y  a  tout  un 
<^roupc  cyclique  infini  {engendré  par  une  substitution  S  modulaire  hyper- 
bolique) conservant  à  la  fois  la  forme  d'Hermile  indéfinie  F  et  la  forme  de 
Dirichlet  f  contenue  dans  F;  ou  encore,  /étant  une  forme  de  Dirichlel  à 
coefficients  entiers  contenus  dans  la  forme  d'ilerinite  indéfinie  F  à  coefficients 
entiers,  le  groupe  fuchsien  des  substitutions  modulaires  complexes  qui  conser- 
vent F  contient  un  sous-groupe  cyclique  (formé  des  puissances  entières  posi- 
tive et  négatives  d'une  substitution  S  hyperbolique)  conservant/. 

Si  en  particulier  on  envisage  la  forme 

qui  est  représentée  par  le  demi-plan  O^t  (x>o),  elle  est  conservée  par  les 
substitutions  modulaires  réelles,  le  groupe  fuchsien  qui  conserve  F  est  le 
groupe  modulaire  réel.  Une  forme  de  Dirichlet  contenue  dans  F  est  une  forme 
quadratique  binaire  indéfinie  quelconque  à  coefficients  réels  entiers.  Le  résultat 
précédemment  trouvé  donne  donc  en  particulier  le  résultat  suivant  bien  connu 
de  la  théorie  des  formes  quadratiques  binaires  à  coefficients  réels  :  Toute  forme 
quadratique  binaire  indéfinie  à  coefficients  entiers  est  conservée  par  un 
(groupe  cyclique  (^sous- groupe  du  groupe  modulaire  réel)  formé  des  puis- 
sances entières  positiç>es  ou  négatives  d'une  substitution  S  modulaire 
hyperbolique. 

Revenant  au  cas  général,  il  est  clair  que  si  Ton  envisage  deux  formes 
d'Hermite  F  et  F,  indéfinies  à  coefficients  entiers  dont  les  demi-sphères  lepré- 
sentatives  i  et  a-,  sont  sécantes,  la  demi-circonférence  F  intersection  de  a  et  c, 
représente  une  forme  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers. 

Si 

(   F  =  A  xx'—  B  xy'—  B'  x' y  +  G  yy' , 

\  F,=r  A,.T^'-B,^/— B;^'j-+-C,r7', 

1  et  a-,  ont  pour  équateur  dans  le  plan  O^yj  les  cercles  d'équation 

((7)  A  sc'-B  x:  — B'^'4-G  =0; 

(a,)  A,5c'— B,c  —  b;  c.'4- Ci:=:o.     ■ 

Les  affixes  des  points  d'intersection  de  ces  deux  cercles  sont  racines  d'une  équa- 


(1)  Dans  une  Noie  placée  à  la  fin  du  Mémoire,  nous  déterminerons  quelle  peut  être  la  valeur  de 
l'entier  m.  Il  nous  suffit  ici  de  savoir  que  cet  entier  existe. 
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tien  obtenue  en  éliminant  z'  entre  ces  deux  équations,  c'est 

(/VB,-BA,)3-+(A,C  — \C,+  BB;  — B'B,)::  +  B'C, -B;G  =  o. 

La  forme  de  Diriclilet  dont  Y  est  la  demi-circonférence  représentative  est 
donc  (à  un  facteur  près  évidemment) 

/(^,  y)  =  ( AB^  —  BA, ).^^'  +  ( A, G  -  AC,  +  BB;  -  B'B, )a:v  +  ( B' C,—  B;  C)y\ 

Elle  a  bien  ses  coeflicients  entiers. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  que  la 
substitution  S  génératrice  du  groupe  cyclique  des  substitutions  modulaires 
complexes  conservant  la  îorme/(x,  y)  n'est  pas  quelconque,  mais  a  pour  puis- 
sance m'^™^'  (m  étant  un  entier  convenable)  une  substitution  byperbolique. 
Autrement  dit,  le  groupe  conservallf  de  f  contient  un  sous-groupe  cyclique 
engendré  par  une  substitution  hyperbolique.  Il  est  clair  que  toute  substitution 
de  ce  sous-groupe  étant  hyperbolique  et  conservant  y,  la  T  correspondante 
conservera  T  et  conservera  aussi  toute  demi-sphère  passant  par  F.  C'est-à-dire 
que  toute  substitution  du  sous-groupe  en  question  conservera  non  seulement/, 
mais  encore  F  et  F, ,  et  d' une  façon  générale  toute  forme  d''Hermite  indéfinie 
contenant  la  forme  f. 

Ceci  peut  s'énoncer  :  Les  groupes  fuchsiens  formés  des  substitutions  modu' 
laire.s  complexes  qui  concernent  respectivement  deux  formes  d^Hermite 
indéfinies  F  et  F,  à  coefficients  entiers,  dont  les  demi-sphères  représen- 
tatives se  coupent^  ont  toujours  en  commun  un  sous-groupe  cyclique  engendré 
par  les  puissances  entières  d'une  substitution  modulaire  hyperbolique  ;  ce 
sous-groupe  conserve  la  forme  de  Dirichlet  f  contenue  dans  les  deux 
formes  F  et¥^.  Il  conserve  toute  forme  d'Hermite  indéfinie  contenant  f. 
(L'expression  générale  d'une  telle  forme  est  7.F-f-X,F,,  \  et  'k^  étant  deux 
constantes  réelles  quelconques.) 

En  résumé  :  Si  une  forme  de  Dirichlet  f{x.,y)  =  ax-  +  ibxy  +  cy"^  aux 
coefficients  entiers  a,  b^  c  vérifie  la  condition 

Norme  {W^  —  ac)^:^  carré  parfait  (*), 

i**  elle  est  contenue  dans  une  infinité  dénombrable  de  formes  d'Hermite  indé- 
finies à  coefficients  entiers;  si  F  et  F^  sont  deux  de  ces  formes  distinctes, 

F  r=  A  ^o:'—  B  xy'—  B'  x' y  +  C, 
F.~A,^^'-B,^j'— B>'7+C,, 


(')   Uu  la  condition  équivalente =  a  même  argument  qu  un  nombre  rationnel 

complexe. 
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(A,  B,  B',  G)  étant  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble,  ainsi  que 
(A,,  B,,  B,  ,C,);  l'expression  générale  de  ces  formes  d'Hermite  sera  W  -+-X,F,, 
X  et  A,  étant  deux  entiers  réels  (positifs  ou  négatifs)  premiers  entre  eux; 
2**  le  groupe  G  des  substitutions  modulaires  complexes  qui  conservent  la 
forme  /,  contient  une  substitution  2  hyperbolique^  et  par  suite  tout  un  sous- 
groupe  cyclique  (/  de  substitutions  byperboliques  formé  des  puissances  de  I. 
Ce  sous-groupe  (j  conserve  toute  forme  (THcrniite  indéfinie  contenant  la 
forme  f  (une  telle  forme  s'écrit  ÀFh-X,F,,  où  \  et  A,  ont  des  valeurs  quel- 
conques). Il  est  contenu  dans  le  groupe  fuchsien  formé  des  substitutions  modu- 
laires complexes  qui  conservent  toute  forme  d'IIermite  indéfinie  à  coefficients 
entiers  contenant  /. 

Geci  s'énonce  encore  de  la  façon  suivante  :  La  substitution  S  génératrice  du 
groupe  G  conservatif  de  la  forme  /jouit  de  la  propriété  qu'une  de  ses  puis- 
sances entières  S'"(')  est  une  substitution  hyperbolique  ï.  On  a  vu  qu'en 
général  S  est  liyperbolique  ou  loxodromiquc.  Dans  le  cas  présent,  si  S  est 
loxodromique,   elle  n'est  pas  quelconque  :   K  étant  le  multiplicateur  de  S 

(  "_  __J  =  K  y 'J  j ,  (K  =  re''')j  r argument  0  est  commensurable  à  'iiz 

(niB  ■=  "2  pr.;  p  en  lie  r  ) . 

Ges  propriétés  vont  trouver  leur  application  dans  l'étude  particulière  des 
formes  biquadratiques  à  coefficients  entiers  du  type  envisagé  dansée  Mémoire. 
Nous  rejetons  à  la  lin  une  Note  qui  éclaircit  complètement  l'étude  des  substi- 
tutions loxodromiques  du  groupe  de  Picard,  à  l'aide  des  résultats  du  Chapitre 
actuel. 


(1)  El  par  suite  toutes  les  puissances  d'exposant  Xin,  X  étant  un  entier  réel  quelconque  positif" 
ou  négatif. 


CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE  PARTICULIÈRE  DES  FORMES  BIQUADRATIQUES  A  COEFFICIENTS  ENTIERS. 


Le  type  des  formes  biquadratiques  que  nous  étudions  est 

(i)  f{x,  y)  ^=  ax^x'- -\- bx- x' y -\-  h' xyx'-  -\-  cx'-y'^ 

4-  c' x''^  ^  '^  -h  dxyx' y'  -\-  exyy'-  4-  e' x' y' y-  +  fy' y'^  ; 

a,  d,  /sont  réels;  h  et  b' ^  c  et  c',  e  et  e'  sont  complexes  conjugués. 

/  prend  des  valeurs  réelles  quelles  que  soient  les  valeurs  complexes  de  x^  y 
si  x'  et  y'  reçoivent  les  valeurs  conjuguées.  Les  coefficients  et  les  inconnues 
étant  supposés  entiers,  /  prend  des  valeurs  entières  réelles.  Et  tout  d'abord  le 
problème  se  pose  de  savoir  reconnaître  si  la  forme  f  peut  s'écrire  sous  forme 
d'un  produit  de  deux  formes  d'Hermite  : 

f{x,  y)  =  {uixx'  +  [i)ixy' -h  j3',  x' y  -+-  y^yy')  {of-iXx  +  ^^xy'  4-  |3!j^'/  +  y-^yy'). 

A  cet  effet,  considérons  la  quartique  bircirculaire  du  plan  des  5  =  ^  +  « yj 
dont  l'équation  en  coordonnées  isotropes  est 

(2)  /(c,  i)  =  9(c,  z')  =  az-^z'^^bz''z'+b'zz"' 

-+-  cz^'+  clzz'  -h  c'c'-4-  ez  +  e'  z'  -\-  f—  o. 

Si  z  et  son  conjugué  s'  satisfont  à  cette  relation,  le  point  z  est  sur  la  courbe.  Si 
l'on  choisit  ^  fixé  non  sur  la  courbe,  cette  équation  en  z'  donne  deux  valeurs 
pour  ^' =  E  —  ifw  alors  chacun  des  deux  points  (^,  y])  ainsi  obtenus  est  dit 
image  du  point  z  primitif  par  rapport  à  la  courbe  proposée. 

Pour  que  la  décomposition  en  question  puisse  avoir  lieu,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  quartique  bicirculaire  (2)  se  décompose  en  deux  cercles  dont  les  équa- 
tions en  (^,  Y])  aient  leurs  coefficients  réels  (  '  ). 

Il  faudra  donc  s'assurer  :  1°  que  la  quartique  (2)  admet  deux  points  doubles 
à  distance  finie,  alors  elle  se  décompose  en  deux  cercles  et  son  équation  se 
décompose;  1^  que  les  deux  facteurs  de  décomposition  ne  sont  pas  imaginaires 


(1;  On  sait  en  efl'et  que,  si  '\(^x^  y)  représente  une  forme  d'Hermite,  l'équation  <|'(^,  i)  =  o,  en 
posant  z  =  ^  4- l'r^,  devient  réquation  d'un  cercle  en  coordonnées  cartésiennes  \,  r,,  et  tous  les 
coefficients  de  cette  équation  sont  réels. 
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conjugués  l'un  de  l'autre,  mais  bien  que  chacun  d'eux  a  tous  ses  coefficienls 
réels  I  tant  que  Ci,  y])  sont  pris  pour  coordonnées]. 
Keprenons  l'équation  de  la  quartiquc  (2) 

(2)  o(3,  z')  =az^z'-'-h  hz-^z'-^-  h'zz'-^cz^  +  dzz'-hc':'--^ez-\-e'z'  +/=  o. 

Si  Ton  pose  z  ~  z  -\-  rt],  z'  =^^  —  /■/],  on  a  son  équation  cartésienne 

F (ç,  ri )  —  9 ( ^  +  ir,,  l  —  lq )  =  o. 

Ses  points  doubles,  à  distance  iinie,  qui  doivent  être  au  nombre  de  deux,  sonl 
donnés  par 

17'  '      ,  ' 

I'h  =      Z)-  H-  cp;'    =  o. 

qui  équivalent  à 

(3)  '':="■ 

/   ©i.=  o. 

Si  donc  (:,  •/])  est  un  point  double  réel  de  (2),  les  équations  (2)  et  (3)  sonl 
satisfaites  par  ^  =  ;  -f-  ir\  et  son  conjugué  z'  =^'i  —  Ir^.  Si  (^,  yj)  est  un  point 
double  imaginaire,  les  équations  (2)  et  (3)  sonl  encore  satisfaites  par  w=:^  -+-'iQî 
^'  =  ç  —  r/],  mais  alors  ces  deux  valeurs  ^  et  ^'  ne  sont  plus  conjuguées,  le  point 
cVajJixe  z  et  celui  dont  l'affîxe  est  conjugué  de  z'  sont  images  l'un  de  Vautre 
par  rapporta  laquartique.  Ainsi  les  équations  (2)  et  (3)  donneront  des  valeurs 
de  z  qui  représenteront  dans  le  plan  O^y]  :  1°  les  points  doubles  réels  de  la 
quartique  (2);  2"  les  couples  de  points  réels  associés,  images  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  (2),  tels  que  les  deux  points  imaginaires  communs  aux  deux 
cercles  de  rayon  nul,  ayant  pour  centres  ces  deux  points  associés,  soient  des 
points  doubles  imaginaires  conjugués  de  (2). 
l'vcrivons  alors 

o{z,  z')  =  pz'- ■]-  q z' -\- r  =  o, 

p,  q,  r  étant  des  trinômes  du  deuxième  degré  en  z,  et  soit 

O-  =  z     n-  — -  Z   +  =  O 

Cl  ■m^  Cl  ^  Cl  '^ 

(pi.  =  2  pz'  +  CI  =0. 

Soit  (^z,  z')  un  couple  de  solutions  de  ces  trois  équations.  Il  est  clair,  la  première 
équation  et  la  troisième  étant  vérifiées,  que  z  vérifie 

D'autre  part,  z  vérifie  aussi 

dp    çj-         clq    <j         ctr 
dz  !\p-        dz  xp        dz 
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et  ceci  signifie  que 

Donc  -  est  racine  double  de  (f-  —  4  pr  =.  o. 

Ceci  signifie  que  q''  —[\pr=  o  doit  avoir  deux  racines  doubles.  C'est  donc 
que  q-  —  l\pr  est  car/é parfait  d'un  trinôme  du  deuxième  degré  en  z. 
Inversement,  si  q-  —  [\pr  est  carré  parfait,  on  voit  que  l'équation  en  r,  z' 

(2)  9(^,^')  =  o 

se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  en  z  .  Pour  la  môme 

raison,  si  l'on  écrit 

<ù{z,  z')  =  p' Z-  +  (}' z  +  /•'  =  o, 

on  voit  que  /?',  ^',  /•'  sont  trois  trinômes  respectivement  conjugués  de  /?,  ^,  /• 
si  z'  est  conjugué  de  z.  Donc  q"'-  —  4p'''  sera  aussi  carré  parfait  d'un  trinôme 
du  deuxième  degré  en  z'  qui  sera  conjugué  du  trinôme  trouvé  précédemment 
quand  z'  sera  conjugué  de  z.  Donc  les  deux  facteurs  de  décomposition  seront 
aussi  linéaires  en  z.  D'ailleurs,  si  r  est  donné,  (2)  définit  deux  valeurs  de  z 
dont  chacune  est  rationnelle  en  ::,  mais  aussi  si  z  est  donné  (2)  définit  deux 
valeurs  de  z  dont  chacune  est  rationnelle  en  z' .  Donc  (2)  définit  deux  valeurs 
de  z'  qui  sont  deux  fonctions  homographiques  de  z.  C'est  encore  dire 
que  ^(^z,  z')  se  décompose  en  deux  facteurs  bilinéaires  de  la  forme 
OLZz' -+-  P^  +  yz'  -+-  c,  et  c'est  ce  qu'il  fallait  montrer. 

La  quartique  (2)  aura  donc  deux  points  doubles  et  elle  se  décomposera  en 
deux  cercles  si  et  seulement  si  le  polynôme 


qui  se  tire  de  l'équation 

est  carré  parfait. 

et  dans  ce  cas  l'équation 


9(s,  z')=pz'--i-qz'-^r 

^)  =  P^ 

0  =  0         ou         F  =  o 


fournit  deux  valeurs  de  z  qui  représentent  :  1"  ou  bien  les  deux  points  doubles 
de  (2)  si  ces  points  doubles  sont  réels;  2°  ou  bien  deux  points  réels  associés, 
centres  de  deux  cercles  de  rayon  nul,  se  coupant  aux  deux  points  doubles  ima- 
ginaires conjugués  de  (2). 

Tout  ceci  est  conséquence  immédiate  de  la  théorie  connue  des  images  d'un 
point  par  rapport  à  une  courbe. 

Dans  le  cas  présent,  l'équation  P  =  o  aura  pour  racines  ;j,  et  Zo  qui  seront  : 

i*'  Les  affixes  des  points  communs  aux  deux  cercles  en  lesquels  se  décom- 
pose la  quartique  (2)  si  ces  points  communs  sont  réels; 
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2"  Les  affixcs  des  points  limites  da  faisceau  des  deux  cercles  précédents  si 
les  deux  cercles  n'ont  pas  de  point  commun  réel. 

Il  est  facile  de  distinguer  ces  deux  cas.  Si  une  racine  z^  de  P  =  o  et  la  valeur 
conjuguée  z\  vérifient  (2),  on  est  dans  le  premier  cas,  z^  Qiz.,  sont  les  affixesde 
deux  points  réels  de  la  courbe  (2).  Si  une  racine  z^  de  P  =  o  et  la  valeur  com- 
plexe conjuguée  5',  ne  satisfont  pas  à  (2),  le  points,  n'est  pas  sur  la  courbe  (2),  et 
l'on  voit  de  suite  que  :r,  et  ^2  sont  les  affixes  de  deux  points  images  par  rapport 
à  (2). 

Tout  ceci  n'a  pas  supposé  les  coefficients  de  la  forme  /(^,  /)  entiers. 
Supposons-les  entiers.  Ils  devront  être  tels  que  le  polynôme  en  z 

à  coefficients  entiers  aussi,  soit  carré  parfait. 

Pour  que  l'on  ait  ainsi  Q  =  P-,  il  faut  et  il  suffit  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  Q 
et  -~  soit  du  deuxième  degré  (condition  équivalente  à  celle-ci  :  Q  admet  deux 
racines  doubles  distinctes  ou  non)  et  ce  p.  g.  c.  d.  sera  précisément  P.  Or  si  Q 
est  à  coefficients  entiers,  -77-  l'est  aussi,  et  leur  p.  g.  c.  d.  P  s'oblenanl  par  des 

ralculs  rationnels^  le  polynôme  P  aura  ses  coefficients  rationnels. 

L'équation  P  =  o  qui  détermine  les  valeurs  z^^  z^^  affixes  des  points 
communs  aux  deux  cercles  de  décomposition  de  (2)  ou  des  points 
limites  de  ces  deux  cercles^  est  donc  une  équation  à  coeJp,cients  entiers.  C'est 
là  un  résultat  fondamental  pour  la  suite. 

On  sait  donc  reconnaître  de  façon  précise  les  cas  où  la  quarlique  9(^,  -')—  0 
se  décompose.  Cette  décomposition  peut  se  faire  de  deux  façons.  L^'équation 

peut  se  décomposer  en  deux  termes  réels  du  deuxième  degré  ou  en  deux  termes 
du  deuxième  degré  imaginaires  conjugués,  c'est-à-dire  que  F  est  le  produit- 
de  deux  polynômes  en  (^,  yj),  F,(^,  •/]),  FoC^j  */])  <î"i  égalés  à  zéro  représentent 
deux  cercles  et  qui  peuvent  être  tous  les  deux  à  coefficients  réels,  ou  bien  l'un 
à  coefficients  complexes  et  l'autre  à  coefficients  complexes  conjugués.  Dans  le 
premier  cas  les  deux  cercles  de  décomposition  ont  leur  centre  réel,  dans  le 
deuxième,  les  deux  centres  sont  imaginaires  conjugués. 

Le  premier  cas  seul  correspond  à  une  décomposition  de  la  forme  /(x-,  y)  en 
un  produit  de  deux  formes  quadratiques  d'Hermite.  Nous  écartons  donc  pour 
l'instant  le  deuxième  cas. 

En  résumé,  si  la  forme  biquadratique/(x,^)à  coefficients  entiers  se  décom- 
pose en  un  produit  de  deux  formes  d'Hermite  /=/,/«  qui,  dans  le  plan  O^y], 
sont  représentées  par  deux  cercles  y,  et  y^  réels  ou  imaginaires  (mais  toujours 
J.  28 
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à  centre  réel),  les  affixes  :■  des  points  communs  ou  des  points  limites  de  ces 
deux  cercles  (selon  que  les  premiers  ou  les  deuxièmes  sont  réels)  sont  racines 
d'une  équation  P  =  o  à  coefficients  entiers. 

On  peut  même  aller  plus  loin. 

Ecrivons,  cette  condition  étant  satisfaite, 

f{z^  ^  r^{z,  z')  ^    _.,  _  ^  ^,  ^,_^  p  ^  (--/_  ^^  -  _  ^;  -'+  [3,)  =.  o, 

en  divisant/par  son  premier  coefficient  réel  a,  que  (au  besoin  par  une  substi- 
tution modulaire  préalable)  l'on  peut  supposer  ^  o,  [^,  et  po  sont  réels,  a,  et  a', 
imaginaires  conjugués,  ainsi  que  a.,  et  a!,. 

Il  est  clair  que  —  (a',  4-  a.,),  coefficient  de  zz"^  dans  -     '  '^    >  est  rationnel. 
Or  le  point  d'affixe  a',  est  le  centre  réel  du  cercle  y,  représenté  par  l'équation 

(y,)  f,{z,\)  =  o,{z,  z')^zz'-y.,-~a\z'+p,  =  o; 

le  point  d'affixe  a'^  est  le  centre  du  cercle  y^ 

(y,)  fi{z,  i)==^o,{z,  z')  =  zz'—c/..,z~-y.\_z' +^,=^o. 

Le  point  d'affixe  — '-  milieu  de  ces  deux  points  est,  d'après  la  remarque 

précédente,  un  point  à^afjlxe  rationnel. 

D'autre  part,  les  affixes  z^  et  z.,  des  points  communs  à  y,  et  ya  ou  des  points 
limites  du  faisceau  (yiy^)  sont  racines  d'une  équation   du    deuxième  degré 

à  coefficients  entiers.  Le  miiieu  de  ces  deux  points  a  pour  afflxc  ^^^—  qui 
est  un  nombre  rationnel. 

Si  donc  y,  et  y^  /l'oiit  pas  même  rayon,  la  ligne  de  leurs  centres  passant  par 

les  deux  points disti/icts    '  '    "'  et  - — ~,  tous  deux  rationnels,  a  un  coefficient 

2  '2 

angulaire  rationnel  par  rapport  aux  axes  O'^,  Ot].  C'est  dire  que  z^  ~  z.,  a 
même  argument  qu'un  nombre  rationnel  complexe. 

Or  il  est  clair  qu'en  transformant  au  besoin  la  forme  /initiale  par  une  sub- 
stitution modulaire  complexe,  on  peut  toujours  supposer  que  y,  et  y^  ont  des 
rayons  inégaux  (  ' ), 


(1)   Eli  ell'et,  si  l'on  pose  o,  =  [Bi  —  a,a'j,  le  rayon  p,  de  yi  est  donné  par  pf^  —  o,;    si  l'on 
pose  02=  [ij — a2a',,  le  rayon  p2  de  72  est  donné  par  p|  = — Ô2- 
En  faisant,  dans/,  la  substitution 

X  —  W  -\-  \x\ 

j'  =  V  X  -H  p  ^ 
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On  est  donc  certain  que,  si  la  forme  biquadratique  proposée  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  formes  d'Hermite,  la  forme  de  Dirichlel  à  coefficients 
entiers  associée  dont  les  racines  Zf  et  Zo  sont  les  points  communs  aux  deux 
cercles  y,  et  ^o  (si  ces  points  sont  réels)  ou  les  points  limites  du  faisceau  (7,72) 
dans  le  cas  contraire,  est  une  forme  de  Dirichlel  parlicidi  ère  du  type  siî>nalé 
jouissant  de  la  propriété  d'être  conservée  par  une  substitution  modulaire 
hyperbolique  :  c'est-à-dire  que,  S  étant  la  substitution  modulaire  j^énératrice 
du  groupe  cyclique  de  substitutions  modulaires  qui  conserve  cette  forme,  // 
existe  une  certaine  puissance  entière  de  S  qui  est  hyperbolique.  De  là  se 
tirent  des  conclusions  multiples  : 

1°  Envisageons  le  cas  où  les  deux  formes/,  et/^  d'Hermite  en  lesquelles  se 
décompose /'(/*=/',/2)  sont  indéfinies,  et  ont  des  demi-splières  représenta- 
tives T,  et  0-2  d'équateurs  y,,  ya,  sécantes  suivant  un  demi-cercle  F  orthogonal 
au  plan  O^y]  aux  points  d'affixes  z^  et  z.,.  On  a  vu  dans  ce  cas  qu'il  fallait 
appeler  réduite  équivalente  à  f  toute  forme  F(x',  y)  équivalente  à  f  pour 
laquelle  le  demi'Cercle  d'intersection  des  demi-sphères  1,  et  -io  transformées 
de  G-,  et  To  avait  avec  le  domaine  fondamental  ûq  du  groupe  de  Picard  au  moins 
un  point  commun.  On  les  obtient  toutes  en  faisant  sur/toutes  les  substitutions 
qui  transforment  en  tTo  chacun  des  pentaèdres  -  de  la  division  de  Picard  de 
l'espace  que  traverse  le  demi-cercle  V.  Or  on  sait  que,  si  l'on  décrit  F  dans  un 
certain  sens,  les  pentaèdres  traversés  se  répartiront  en  périodes, 

puis 

71,  T,       7:2  T,        ...,     7r,jT; 

puis 

7r/P,     7t,TS      ...,     7r„T^; 

•    •    •    •   5  .....  •    •    ■    5  ) 

71,  T/',     7:/l>,     ...,     ru/r/'; 


T  étant  la  transformation  du  demi-espace  qui  correspond  à  la  substitution 
modulaire  S  génératrice  du  groupe  conservateur  de  la  forme  de  Dirichlet 
représentée  par  F.  Si  F,  =/S,,  Fo=/S2,  ...,  F„  =:r/S„  sont  les  réduites  de/, 
obtenues  en  faisant  les  substitutions  S,,  S^,  ...,  S,»  qui  transforment  r.^^T.^ ...,"« 

les  rayons  des  cercles  transformés  Ti  et  r2  de  yi  et  Y2  seront 

1.2  ___il__,       P2 û , 

fj  I  0*  11*  tf  ■ 

et  l'on  peut  toujours  choisir  les  entiers  X,  v  tels  que        .  5^   ..  . >         »  car  le  liei!  au  point  -> 

tel  que  ,.  ,.^ — -  =  -? — ^ — >  est  un  cercle  du  faisceau  Vi,  72- 


220  rORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

en  TToC'^o  ==  '^/T,),  toutes  les  réduites  dans  un  certain  sens  seront  ensuite 

puis 

l/s-^s„   /s-^s„    ...,   /S-'S,„ 

puis 


fS-pS,,    fS-"S,,     ...,    /s  /'S„,        {p=i,2,  ...,^.] 


et  en  décrivant  F  dans  l'autre  sens,  ce  seront 

-y 

/^      ^«7  ./^      ^«— 1)  -••)         f^      ^1' 


/S/'S,,,    /SpS„_„     ...,    /S/^S,         (/.-i,2,  ...,oc); 


C'est  ici  le  lieu  d'appliquer  une  remarque  sur  les  formes  de  Dirichlet  du  type 
particulier  auquel  appartient  la  forme  représentée  par  F  (formes  où  z,  —  z.,  a 
l'argument  d'un  certain  nombre  rationnel).  Pour  une  certaine  valeur  entière 
de/?,  S'' est  hyperbolique  et  par  conséquent  elle  conserve  non  seulement  la 
forme  de  Dirichlet  représentée  par  F,  mais  toute  forme  cVHermiic  indéfinie 
dont  la  demi-sphère  veprésenlatise  passe  par  F.  Ici  donc,  pour  une  certaine 
valeur  de  p  (*),  S^  hyperbolique  (S^  =  2)  conserve  /,  ety^,  donc  elle  con- 
ser{>e  f  [f^^P  =^  f  =^fli\.  Et  alors  il  est  clair  que  la  suite  des  réduites  àe  f  va 
présenter  une  périodicité;  il  y  aura  un  nombre  fini  de  réduites  qui  se  repro- 
duiront indéfiniment  et  périodiquement. 

Ainsi  se  trouve  établi  sans  aucune  restriction  ce  fait  que  toute  forme  biqua- 
dratique  f{Xy  y)  à  coefficients  entiers  ^  produit  de  deux  formes  d^  H  ermite 
indéfinies  dont  les  demi-sphcres  représentatives  se  coupent ,  n^a  qu'un  nombre 
fini  de  réduites,  résultat  que  nous  n'avions  établi  que  dans  le  cas  où  la  forme  y 
ne  pouvait  pas  représenter  zéro. 

Il  faut  remarquer  aussi  que  nous  venons  de  démontrer  V existence  d'aune 
substitution  modulaire  hyperbolique  S  qui  conserve  une  telle  forme  f,el  par 


(')  On  sait  d'ailleurs,  et  nous  le  démontrerons  à  la  fin  de  ce  Mémoire,  que  p  est  égal  à  i  ou  3; 
la  période  des  réduites  de  f  a  donc  le  même  nombre  de  termes  que  la  période  des  réduites  de.  la 
forme  de  Dirichlet  représentée  par  i  ou  un  nombre  triple  selon  que  p  est  i,  ou  bien  3  {p  pourrait 
être  égal  à  2  dans  le  cas  où  S  a  un  multiplicateur  k  réel  négatifs  et  une  telle  substitution  est 
quelquefois  classée  loxodromique  A- =  |  A  |  c''",  on  voit  facilement  qu'une  telle  S  changerait /i 
et/2  respectivement  en  — fi  et  —/a,  et  n'altère  pas  f). 
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suite  l'existence  d'un  groupe  cyclique  d'une  infinité  de  subslilulions  modu- 
laires^ toutes  hyperboliques^  conservant  cette  forme  f.  C'est  là  un  résultat 
qui  n'est  pas  sans  analogie  avec  le  résultat  connu  sur  les  formes  quadratiques 
binaires  indéfinies  à  coefficients  entiers  réels,  qui  elles  aussi  n'ont  qu'un 
nombre  fini  de  réduites  et  sont  conservées  par  un  groupe  cyclique  de  substitu- 
tions modulaires  réelles  hyperboliques.  Quand  on  passe  au  champ  complexe 
et  au  groupe  de  Picard,  on  généralise  ces  formes  de  deux  façons,  soit  par  la 
considération  des  formes  de  Dirichlet,  et  l'on  obtient  encore  un  groupe  cyclique 
conservatif  de  substitutions  modulaires  complexes  (hyperboliques  ou  loxodro- 
miques),  soit,  suivant  les  idées  d'Hermite,  par  la  considération  des  formes 
d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers,  sur  lesquelles  M.  Picard  a  démontré 
ce  résultat  fondamental  qu'elles  admettent  un  groupe  conservatif  de  substitu- 
tions modulaires,  et  que  ce  groupe  est  fuchsien. 

Le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir,  touchant  les  formes  biquadra- 
tiques  à  indéterminées  conjuguées  du  type  précédent,  complète  donc,  en  un 
sens^  les  recherches  de  M.  Picard,  en  restant  dans  l'ordre  d'idées  introduit  par 
Hermite,  des  formes  à  indéterminées  conjuguées. 

2"  Reprenons  une  forme  biquadratique /=/,/a  du  type  précédent,  à  coef- 
ficients entiers,/,  et /a  étant  indéfinies  et  ayant  leurs  demi-sphères  représen- 
tatives sécantes  suivant  le  demi-cercle  F. 

Par  r  passent,  comme  on  sait,  une  infinité  dénombrable  de  demi-sphères 
représentatives  de  formes  d'Hermite  indéfinies  à  coefficients  entiers.  Choisissons 
deux  de  ces  formes  distinctes,  ç  et  'j»  (on  supposera,  bien  entendu,  les  coeffi- 
cients de  ç  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble,  et  de  même  ceux  de  ({/),  et 
distinctes  de/,  et /g,  ce  qui  est  toujours  possible.  Alors  il  existe  un  nombre 
réel  A,,  et  un  seul  tel  que/,  et  9  +  X,'j;ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant, 
comme  ayant  même  demi-sphère  représentative,  et  de  même  Xo  réel  tel  que/, 
et  cp  4-  Xo^»  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant.  On  aura  donc 

c'est-à-dire  que/ pourra  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

/  ::^  A  9'^  +  2  B  Cp'X/  +  C  ^1^- , 

A,  B,  C  étant  trois  nombres  réels,  9  et  vp  représentant  deux  formes  d'Hermite 
indéfinies  à  coefficients  entiers  du  faisceau  (//a),  et  6=*  —  AC  >  o.  En  écrivant 
que  les  deux  membres  sont  identiques,  on  aura  en  A,  B,  C  des  équations 
linéaires  (à  coefficients  entiers  puisque  ce  seront  les  coefficients  de/,  9%  9'^,  1') 
au  nombre  de  9,  et  qu'on  sait  être  compatibles. 

Donc  A,  B,  C  fournis  par  des  équations  à  coefficients  entiers  sont 
rationnels.  A  un  facteur  rationnel  réel  près,  on  a  donc  pour /l'expression 

(3)  /^zacp^-f- 2^94^  H- ct|^ 
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c/,  b,  r  étant  trois  entiers  réels,  et  (p,  v[>  deux  formes  d'Hermite  indéfinies  à 
coefficients  entiers,  avec  la  condition  b"^  —  ac  >«  o. 

/'étant  mise  sous  cette  forme,  le  groupe  commun  aux  groupes  de  substitu- 
tions modulaires  conservalifs  de  o  et  de  ^  apparaît  comme  un  groupe  conser- 
vatif  de/.  Et  nous  avons  vu  dans  un  Chapitre  précédent  que,  9  et  j/ ayant  leurs 
demi-sphères  représentatives  sécantes,  leurs  groupes  conservalifs  ont  en  com- 
mun un  groupe  cyclique  dont  la  substitution  génératrice  est  hyperbolique.  Ceci 
concorde  bien  avec  le  résultat  établi  au  i  ". 

/est  d'ailleurs  susceptible  d'une  infinité  de  représentations  telles  que  (3)  à 
cause  de  l'arbitraire  entrant  dans  le  choix  de  'ù  et  '\i\  si  par  exemple  nous  rem- 
plaçons 9  et  ']/  par  deux  autres  formes  4>  et  ^  de  même  nature  (indéfinies 
à  coefficients  entiers,  et  dont  les  sphères  représentatives  passent  par  V)  en 
faisant  dans/ la  substitution 

j    •J;rzv<I>  4-  pi-", 

>.,  (i,,  V,  p  étant  quatre  entiers  réels  tels  que  À  p  —  ulv  =  i  (<I>  et  W  seront  bien 
alors  de  la  même  nature  que  cp  et  '|),  on  aura  une  nouvelle  expression 

/— A$2_^2Ba)«r  +  C'FS 
analogue  à  la  première. 

On  peut  mcmc  choisir  A,  a,  v,  p  tels  que  A  =  cf,  B  =  A,  C  =  c,  c'est-à-dire 

tels  que 

/=a{p2+  a^xpJ.  +  0^-=  rt<I>^+  'îb^bW  ^cW\ 

puisque  l'on  sait  que  la  forme  quadratique  binaire  indéfinie  |/(9,'-J^), 
b^  —  «c>>o]  aux  coefficients  entiers  réels  a,  />,  c,  aux  inconnues  9  et  '];,  admet 
une  infinité  de  transformations  modulaires  en  elle-même.  On  peut  à  ce  sujet 
se  poser  un  grand  nombre  de  problèmes  sur  les  diverses  représentations  possibles 
de /sous  la  forme  (3),  nous  nous  contenterons  ici  des  indications  données 
plus  haut  pour  ne  pas  allonger  indéfiniment  ce  Mémoire. 

3"  Supposons  maintenant  que  les  points  communs  à  y,  et  ya  soient  imagi- 
naires conjugués,  c'est-à-dire  que 

/,  et  /o  étant  deux  formes  d'Hermite  : 

{a)  ou  bien  toutes  deux  définies, 

{b)  ou  bien  l'une  définie,  l'autre  indéfinie, 

(c)  ou  bien  toutes  deux  indéfinies,  mais  leurs  demi-sphères  représentatives 
n'ayant  aucun  point  commun;  dans  ce  cas  les  points  limites  du  faisceau  (y,  y^) 
sont  réels. 

a.  Si/,  et /^  sont  définies  et  représentées  par  les  points  '(,,  'Ç.,  du  demi- 
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espace  O^yjt  (t  >'o),  y,  et  ya  sont  les  cercles  d'intersection  par  le  plan  O^y] 
des  sphères  de  rayon  nul  de  centres  iÇ,  et  '(,.  Leurs  points  communs  sont  à 
l'intersection  du  cercle  commun  à  ces  deux  sphères  et  du  plan  O^r^.  l^nvisa- 
geant  donc  le  cercle  F  orthogonal  au  plan  O^v)  mené  par  t^-i  (droite  non 
euclidienne),  on  voit  que  les  points  communs  à  y,  et  y.,  sont  deux  points  situés 
sur  l'axe  wA  du  cercle  V  de  part  et  d'autre  de  w,  à  une  distance  égale  à  i  .co'C,. 
Toute  sphère  de  rayon  nul  ayant  son  centre  sur  F  coupe  O^'^  suivant  un  cercle 

Fis.  83. 


passant  par  ces  deux  points,  c'est-à-dire  du  faisceau  (yiya).  Donc  les  points  z, 
et  z.y  où  F  perce  O^y)  sont  les  points  limites  du  faisceau  (yiy^)- 

h.  Si  /,  est  définie  et  représentée  par  'C, ,  /.,  indéfinie  et  représentée  par  la 
demi-sphère  c;.,  d'équateur  y^,  les  points  communs  à  y,  et  y^  sont  encore  sur 
l'axe  coA  du  cercle  F  (orthogonal  au  plan  OHy]  mené  par  t^  et  orthogonal  à  la 


Fis. 


sphère  (7.,)  de  part  et  d'autre  de  w  et  à  une  distance  /.to'C,  (c'est  là  une  chose 

évidente,  car  co'C,  est  la  puissance  de  oj  par  rapport  à  cto).  Donc  -,  et  -o  points 
limites  de  (y,y2)  sont  encore  les  points  où  F  perce  le  plan  O^y). 
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c.  Si  /,  et  /o  sont  indéfinies  et  représentées  par  les  demi-sphères  a-,,  cr. 
d'équateurs  y,,  ^'.,  sans  point  commun  réel,  on  voit  aussi  sans  peine  que  les 
points  limites  de  (y,,  y.)  sont  les  points  z,,  z.,,  où  le  cercle  F  orthogonal  à  cr,,  a. 
et  au  plan  OHy]  perce  le  plan  OEyj,  car  w  centre  de  T  a  même  puissance  par 

rapport  à  a-,,  o-.  et  cette  puissance  est  coz^  =  co:r^  =  w'C,. 

Dans  les  trois  cas  a,  b,  c,  la  forme  de  Dirichlet  représentée  par  Y  est  du  type 
que  nous  connaissons.  [Elle  a  ses  coefficients  entiers  et  {z^  —  z.^)  a  fargument 
d'un  nombre  rationnel  complexe.]  w,  milieu  de  z^z^,  a  un  afiixe  rationnel;  la 
droite  s,  -.,  ayant  par  rapport  aux  axes  ^Otj  un  coefficient  angulaire  rationnel, 
il  y  a  sur  elle  une  infinité  de  points  d'aflixe  rationnel  (puisque  to  en  est  un); 


Fig.  85. 


soit  P  un  tel  point.  Envisageons  le  cercle  du  faisceau  (7,72)  de  centre  P. 
Puisque  les  points  limites  du  faisceau  sont  r,  et  z.,,  le  carré  du  rayon  de  ce 

cercle  va  être  wP  — cor,.  (Si  P  est  entre  ZfZ.,,  c'est  un  cercle  imaginaire  à 
centre  réel;  si  P  est  hors  de  ZfZ^,  c'est  un  cercle  réel.)  Or  la  forme  représentée 
par  r  étant  du  type  indiqué  plus  haut,  on  sait  que  le  carré  du  rayon  deY  sera  un 


nombre  rationnel 


puisque  ce  carré  n'est  autre  que  Norme 


et  SI  la 


forme  indiquée  est  ax-  4-  l'^xy  -t-  yy-, 


JN'orme 


z-i  y/Norme  (j3- — cr-i) 

—  — ^1 ' 

IN  orme  a 

Norme  (p-  —  ay)  étant  dans  le  cas  présent  carré  parfait  ;  co:;,  est  donc  un 
nombre  rationnel  réel;  w  et  P  ayant  pour  aftixes  deux  nombres  rationnels 
complexes,  coP  est  aussi  un  nombre  rationnel  réel.  Donc,  le  carré  du  rayon 
du  cercle  de  centre  P  du  faisceau  y,  y^  est  rationnel.  Ce  cercle  a  donc  un  centre 
d'affixe  rationnel  complexe,  et  le  carré  de  son  rayon  est  un  nombre  rationnel 
réel.  Ce  cercle  représente  donc  une  forme  d'Hermite  à  coefficients  enlieis 
(si  P  est  entre  2,^0?  cette  forme  est  définie  et  elle  est  représentée  ])ar  le 
point  'C  du  cercle  Y  projeté  en  P);  si  P  est  hors  de  z^z.,^  la  forme  est  indéfinie. 
Il  existe  donc,  dans  un  quelconque  des  cas  a,  b,  c,  une  infinité  de  formes 
d'Hermite  à  coefficients  entiers  dont  les  cercles  représentatifs  .dans  le  plan  Oir\ 
appartiennent  au  faisceau  (y,,  yo).  Elles  sont  de  deux  espèces  :  il  y  en  a  une 
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infinité  de  définies  et  leurs  points  représentatifs  sont  sur  le  cercle  F,  et  une  infinité 
d'indéfinies  et  leurs  demi-sphères  représentatives  sont  orthogonales  au  cercle  F. 
Le  même  raisonnement  que  précédemment  (2")  prouve  qu'on  peut  choisir 
deux  de  ces  formes  o  et  •];  et  écrire,  à  un  facteur  constant  rationnel  réel  près, 

a,  b^  c  étant  trois  nombres  entiers  réels  tels  que  b'-  —  ac  >  o,  ^  et '\i  sont  deux 
formes  d'Hermite  à  coefficients  entiers  dont  les  cercles  représentatifs  dans 
le  plan  O^-/]  n'ont  pas  de  points  communs  réels,  et  Von  peut  toujours  les 
supposer  toutes  deux  définies. 

GoxcLusios.  —  Lcîs  formes  biquadraliques  à  coefficients  entiers  décompo- 
sables  en  produit  de  deux  formes  d'Hermite  nous  apparaissent  maintenant 
comme  formant  deux  catégories  distinctes  irréductibles  l'une  à  l'autre. 

Première  catégorie.  —  JOlle  comprend  les  formes  qui  se  décomposent  en 
deux  formes  d^ Hermite  indéfinies  à  demi-sphères  représentatives  sécantes- 
suivant  un  demi- cercle  T. 

Dans  ce  cas  la  forme/  peut  se  ramener  à  l'expression 

(a,  b,  c  entiers  réels;  Z/-  —  «c>o;  9  et  ']>,  deux  formes  d'Hermite  indéfinies  à 
coefficients  entiers  à  demi-sphères  représentatives  sécantes).  Il  y  a  une  infinité 
d'expressions  du  type  précédent  susceptibles  de  représenter  /;  dans  toutes  ces 
expressions  les  formes  9  et  '|  d'Hermite  seront  indéfinies  et  auront  leurs  demi- 
sphères  représentatives  sécantes,  suivant  le  même  demi-cercle  F  représentant 
une  forme  de  Dirichlet  ('),  à  coefficients  entiers  du  type  spécial  que  nous 
connaissons. 

Deuxième  catégorie.  —  l']lle  comprend  toutes  les  formes  biquadràtiqiies 
décomposables  qui  n  entrent  pas  dans  la  première  catégorie ^  c'est-à-dire  : 

a.  Les  formes  de  décomposition  sont  définies  toutes  deux  ; 

b.  Les  formes  de  décomposition  sont  l'une  définie,  l'autre  indéfinie  ; 

c.  Les  formes  de  décomposition  sont  toutes  deux  indéfinies,  mais  leurs 
demi-sphères  représentatives  ne  se  coupent  pas. 

Toute  forme  de  la  deuxième  catégorie  peut,  d'une  infinité  de  façons,  se 

ramener  à  l'expression 

a  o^ -{-  2  0  o'\i  -h  c 'i- 

(1)  Cette  forme  de  Dirichlet  est  un  covarianl  de  la  forme  /  proposée. 

J.  29 
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(a,  h,  c  étant  trois  entiers  réels;  Z/-  —  <:ac  >  o;  9  et  '|,  deux  formes  d'Hermitc 
à  coefficients  entiers  qui  ne  seront  jamais  deux  formes  indéfinies  à  demi- 
sphères  représentatives  sécantes).  On  pourra  toujours  (et  d'une  infinité  de 
manières)  choisir  pour  cp  et  '\>  deux  formes  définies,  mais  on  pourra  aussi  bien 
prendre  o  définie,  ^  indéfinie,  ou  liien  o  et  •\i  indéfinies  mais  avec  des  demi- 
sphères  représentatives  non  sécantes.  Dans  toutes  ces  représentations,  si  o  est 
définie,  elle  a  son  point  représentatif  '(  sur  un  demi-cercle  F  fixé  par  la  connais- 
sance de/";  si  ç)  est  indéfinie,  sa  demi-sphère  représentative  est  orthogonale 

Les  formes  de  la  première  catégorie  généralisent  les  formes  quadratiques 
binaires  indéfinies  à  coefficients  entiers  réels.  Comme  elles,  elles  sont  con- 
servées par  un  groupe  cyclique  infini  de  substitutions  modulaires,  dont  la 
substitution  génératrice  est  hyperbolique.  Comme  elles,  elles  présentent  cette 
particularité  d'avoir  une  infinité  de  réduites  composées  d'un  nombre  fini  de 
formes  se  reproduisant  périodiquement . 

Les  formes  de  la  deuxième  catégorie  généralisent  les  formes  quadratiques 
binaires  définies  à  coefficients  réels.  Comme  elles,  elles  n'admettent  pas  en 
général  de  transformations  modulaires  en  elles-mêmes.  Il  n'y  a  que  certaines 
classes  de  formes  de  cette  catégorie  qui  admettent  des  groupes ///zï\9  de  substi- 
tutions modulaires  elliptiques.  Nous  verrons  plus  loin  comment  il  est  facile  de 
déterminer  ces  classes.  Comme  les  formes  quadratiques  binaires  définies 
réelles,  on  peut  définir,  pour  toute  forme  de  la  deuxième  catégorie,  une  forme 
réduite  unique  (c'est  ce  qui  résulte  d'une  étude  antérieure),  jouissant  de 
propriétés  remarquables. 

Remarques.  —  L  On  a  vu  au  début  de  ce  Chapitre  comment  la  forme  de 
Dirichlet  dont  les  racines  sont  :r,  et  z.,,  forme  représentée  par  F,  se  tire  par  des 
calculs  rationnels  de  la  forme  f  proposée.  On  reconnaît  immédiatement  si  / 
-est  de  première  ou  de  deuxième  catégorie  selon  que  les  points  d'ajfixes  z^^  z^ 
sont  sur  la  quartique  f(z,  i)  =  o  ou  n'y  sont  pas.  Cette  forme  étant 
-connue,  on  saura  déterminer  immédiatement  les  formes  d'Hermite  à  coeffi- 
cients entiers  o  et  -p  par  cette  propriété  que  : 

1°  Si  /  est  de  la  première  catégorie,  les  demi-sphères  représentatives  de  o 
et  'l»  passent  par  F; 

2°  Si /est  de  la  deuxième  catégorie,  les  demi-sphères  représentatives  de  o 
ou  4*  sont  orthogonales  à  F  si  cp  ou  ^  sont  indéfinies;  et  si  <p  ou  ]/  est  définie  son 
point  représentatif  est  sur  F. 


(')  r  représente  d'ailleurs  encore  une  forme  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers  du  type  spécial 
•et  c'est  un  covariant  de  la  forme /proposée. 
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Ayant  ©  et  -j^  on  a  les  coefficienls  a,  b,  c,  par  des  équations  linéaires. 
Il  n'y  a  donc  pas  de  difficulté  à  ramener  la  forme  /  au  type  ai»-  -)-  2  fjYi'  H-  c-J/^ 
Inversement,  si  a  priori  on  se  donne  une  forme  du  type  «9-  4-2^^'^-*-  c^^ 
[a,  b,  r.  entiers  réels  (//-  —  «c>o);  9  et  ]/,  formes  d'Hermite  à  coefficients 
entiers],  on  reconnaîtra  qu'elle  est  de  la  première  catégorie  si  9,  'j/  sont  indé- 
finies et  à  demi-sphères  sécantes,  et  de  la  deuxième  dans  tout  autre  cas.  On 
saura  déterminer  F  par  une  simple  élimination  de  z'  entre  les  deux  équa- 
tions o(z,  i)  =  o,  K^,  I  )  =  o  des  deux  cercles  représentatifs  de  9  et  'j»  dans  le 
plan  O^Y).  L'éqnation  en  z  obtenue  aura  pour  racines  :;,  et  z.,  cherchés.  On 
pourra  alors  faire  sur  9  et  'l  tous  les  changements  que  l'on  voudra  en  restant 
dans  l'ordre  indiqué  précédemment  et  varier  la  représentation  de/par  un  type 
«9-  4-  269'^  4-  c'j»^,  si  quelque  commodité  en  résulte  pour  le  calcul. 

II.  Au  sein  de  la  deuxième  catégorie,  le  cas  où  les  formes/, ,  f^  (en  lesquelles 
/se  décompose)  sont  de  même  nature  se  distingue  un  peu  du  cas  où  elles  sont 
de  nature  difFérente. 

Au  point  de  vue  de  la  réduction,  par  exemple,  la  correspondante  de/  se 
présente  de  la  môme  façon  si  /,  et  f^  sont  toutes  deux  définies,  ou  si  /,  et  f^ 
sont  toutes  deux  indéfinies. 

Si  /,  et  /a  sont  définies  et  représentées  par  '(,,  "(o,  'C,  représentatif  de  la  cor- 
respondante, est  l'intersection  de  la  droite  non  euclidienne  C'Co  avec  le  plan  de 
symétrie  (non  euclidien)  des  points  ç, ,  '(j  (effectivement  '(  est  milieu  non  eucli- 
dien de  C/Ca)- 

Si  /,  et  /a  sont  indéfinies  et  représentées  par  les  plans  non  euclidiens  a-,,  o-^ 
(dans  la  représentation  projective  des  formes),  dont  les  pôles  sont  Z,,  Zg  (par 
rapport  à  la  sphère  S,  bien  connue  qui  sert  à  la  représentation),  '(  est  encore 
l'intersection  de  la  droite  non  euclidienne  Z,Zo,  qui  n'est  autre  que  la  perpen- 
diculaire commune  aux  plans  non  euclidiens  a,,  rs.,  (demi-cercle  F  orthogonal 
aux  demi-sphères  a-,,  o-j  dans  la  représentation  OHyjt,  c  >>  o),  avec  le  plan  de 
symétrie  (non  euclidien)  des  deux  plans  a,,  a.,  ou  des  deux  points  Ta^^'L^. 
Ceci  résulte  de  ce  que  '(  est  (ainsi  qu'il  a  été  vu)  milieu  du  segment  non  eucli- 
dien 'C/C2)  Cl  et  Co  étant  les  points  où  ZjZ^  coupe  a,  et  o-^. 

Si  /,  est  définie  et  représentée  par  C,,  /o  indéfinie  représentée  par  le 
plan  (7.  de  pôle  Zo  (par  rapport  à  2),  '(  représentatif  de  la  correspondante  est 
encore  sur  CZ^,  mais  au  milieu  non  euclidien  du  segment  C/Ca,  Co  étant  le 
point  où  ty,  Z.  coupe  (Xo.  Cette  différence  se  marque  encore  dans  la  recherche  de 
celles  des  formes  de  la  deuxième  catégorie  qui  admettent  des  transformations 
modulaires  en  elles-mêmes. 

Il  est  clair  qu'une  telle  forme  ayant  une  correspondante  d'Hermite  unique, 
qui  est  un  covariant,  cette  correspondante  devra  admettre  les  mêmes  transfor- 
mations en  elle-même.   On  voit  donc  que  celte  correspondante  devra  être 
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équivalente  modulairement  à  une  forme  définie  ayant  son  point  représentatif 
sur  une  arête  du  polyèdre  fondamental  Zo. 

Mais  si  /,  et  f.,  (J  =  fyf-i)  sont  toutes  deux  définies  ou  toutes  deux  indé- 
finies, f  pourra  être  conservée  de  deux  façons  :  i°  si  f^  et /a  sont  conservées 
individuellement;  2*»  si  /,  et  f^  se  permutent. 

La  première  façon  seule  est  possible  si  fi  et  f.,  sont  de  nature  différente 
et  Ton  voit  ainsi  apparaître,  à  ce  second  point  de  vue,  la  distinction  que  nous 
signalions  plus  haut  au  sein  de  la  deuxième  catégorie. 

a.  Pour  que  y,  et  /^  se  conservent  individuellement,  il  faut  et  il  suffit,  on  le 
reconnaît  de  suite,  que  F  soit  l'axe  d'une  rotation  non  euclidienne  du  groupe  de 
Picard,  c'est-à-dire  que  la  forme  de  Diriclilet  représentée  par  F  admette  un 
groupe  fini  de  substitutions  modulaires  elliptiques  en  elle-même.  Donc  F 
doit  être  arête  d'un  pentaèdre  de  la  division  pentaédrique  de  l'espace. 
(Doivent  être  considérées  comme  arêtes,  des  arêtes  non  apparentes  telles 
que  Ot  pour  -^  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin.) 

b.  Une  transformation  modulaire  qui  permute  y,  et  f.;,  est,  nous  le  savons 
déjà,  une  substitution  elliptique  puisque  de  toute  façon  le  point  représen- 
tatif s  de  la  correspondante  ne  doit  pas  changer,  c'est-à-dire  que  la  transfor- 
mation en  question  est  une  simple  rotation  non  euclidienne  autour  d'un  axe 
passant  par  ce  '(;  et  une  telle  rotation  ne  peut  permuter  /,  ct/o  que  si  c'est  une 
rotation  de  iSo**,  c'est-à-dire  si  elle  correspond  à  une  substitution  elliptique  de 
période  i  (S-=:i).  Ceci  exige  que  F  soit  orthogonal  à  une  arête  d'un  pen- 
taèdre T.  qui  soit  axe  d'une  rotation  de  période  2  du  groupe  de  Picard,/*,  ^^fi 
se  déduisant  l'une  de  l'autre  par  cette  rotation. 

Il  est  facile  de  donner  les  formes  canoniques  de  ces  deux  types  de  formes. 

a.  F  doit  être  équivalent  à  une  arête  du  polyèdre  tCq,  ou  plus  exactement  à 
l'axe  d'une  rotation  non  euclidienne  du  groupe  de  Picard,  axe  situé  sur  la 
frontière  de  tIo. 

Les  axes  des  rotations  de  180*^  situés  sur  -„  sont  (voir  la  figure) 

A  00 ,     Bo),     Coo ,     Dec,     Eoo ,     EH,     AB,     IIo), 

à  cause  des  équivalences  on  peut  se  borner  à 

Aco,     Doo,     Eoo,     EH,     AB,     Hoo      (•). 

Les  axes  des  rotations  de  120*^  sont  AD,  DC  et  CB.  D'ailleurs  on  peut  se 
borner  à  AD  et  CD. 

(' j  Remarquons  en  passant  que  toute  foi  nie  de  la  première  catégorie,  pour  laquelle  V  équivaut 
modulairement  à  un  de  ces  axes,  admet  en  elle-même  un  groupe  fini  de  deux  substitutions 
modulaires  elliptiques  (i.  S;  S*=  i),  outre  le  groupe  cyclique  infini  dont  on  a  déjà  parlé.  C'est 
le  seul  cas  où /admette  en  elle-même  un  groupe  de  substitutions  modulaires  elliptiques. 
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Donnons  simplement  des  exemples  : 

1°  Cas  où  V  équùaul  à  Aao,  la  forme  de  Dirichlet  correspondante  est 
nxy  —  y''  (racines  r,  —  -et  s^  =  ^)- 

Fi  g.  8G. 


On  peut  prendre  o  proportionnel  à   ix y)  ix'—  -y'\   et  •\i  propor- 
tionnel 'dyy',  c'est-à-dire 

cp^X'(2x* — y)  (~^i^^  ~  point  leprésentalif  j, 

6=  )hy  {z.,^=::  (X)  point  représentatif). 

La  forme  canonique  cherchée  est  alors 

f=-a\  OL  {2JC  —  y)Y- -h  2b  dh{2x  —  y)  ùhy  +  c{3K,r)- 

(a,  b,  c  étant  trois  entiers  réels  quelconques;   h'-  —  ac^  o).   l^Ue  admet  le 
groupe 

2P  Prenons  la  forme  de  Dirichlet  représentée  par  CD  :  on  pourra  prendre 
pour  o  la  forme  représentée  par  D 

çp  r=  ixx'  —  (i  —  i)xy' —  (j  H-  i)x'y-^  "^yy'-i 

et  pour  ']^  la  forme  représentée  par  C 

'h  —  2xx'  —  (i  +  i)xy'  —  (1  —  i)-i;' y  -h  ay/'; 
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et  la  forme  canonique  sera 

(a,  b,  c  sont  trois  entiers  réels  quelconques  tels  que  Ir  —  ir  >  o). 
Elle  admet  le  groupe  d'ordre  3 

b.  y,  et  /.,  devant  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  rotation  non  eucli- 
dienne de  180'',  on  obtiendra  les  formes  canoniques  cherchées  du  deuxième 
type  en  prenant  pour  f^  une  forme  d'Hermitc  quelconque,  lui  faisant  subir 
une  des  substitutions  qui  correspondent  aux  rotations  de  iSo*'  canoniques  dont 
les  axes  ont  été  énumérés  plus  haut,  ce  qui  donnera  y^*  Le  produit  obtenu  /, /g 
sera  une  forme  canonique  du  deuxième  type. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

Extension  des  résultais  précédents.  —  Nous  avons  dans  tout  ce  qui  pré- 
cède envisagé  seulement  le  cas  où  la  forme  biquadratique  à  coefficients  entiers 
se  décompose  en  un  produit  de  deux  formes  d'Hermite,  et  nous  avons  montré 
qu'en  ce  cas  cette  forme  pouvait  toujours  s'écrire 

a,  ^,  c  étant  trois  entiers  réels  (b-  ~  ac^  o),  o  et  '>p  étant  deux  formes 
d'Hermite  convenables  à  coefficients  entiers. 

La  question  se  pose  alors  de  savoir  à  quoi  correspondent  les  formes  biqua- 
dratiques  du  type 

a,  b,  c,  o,  'h  étant  choisis  comme  précédemment,  mais  tels  cependant  que 
ac  —  b'-  ^  o. 

Il  est  visible  alors  que  dans  ce  cas  on  aura 

X,  et  Aj  étant  deux  nombres  complexes  conjugués  et  par  suite  la  quartique 
bicirculaire  f(z,i)  =  o  se  décomposera  en 

o{z,  1)  ~}.i^{z,  0  =  0, 

et  ces  deux  équations  représentent  deux  cercles  imaginaires  conjugués  dont 
les  éciuations  en  ^,  t\(^z=^\  +^'"1)  n' ont  pas  leurs  coefficients  réels.  La  forme 
proposée  se  décompose  donc  en  un  produit  de  deux  formes  quadratiques  à 
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indéterminées  conjuguées,  mais  chacune  déciles  n'est  pas  une  forme  (THer- 
jnitCy  elles  prennent  des  valeurs  conxplexes  conjuguées  l'une  de  l'autre  quand 
les  indéterminées  reçoivent  dans  ces  deux  formes  des  valeurs  données,  les 
mêmes  pour  les  deux  formes,  alors  qu'une  forme  d'Hermite  ne  prend  que  des 
valeurs  réelles. 

Les  équations  des  deux  cercles  pouvant  se  réduire  à 

zz' —  a.  z  —  ^  z' -\-  y  =o 

et 

z^  —  p  -  —  a.  ^-  -]-  y  —  o, 

a  et  y.'  étant  conjugués,  ainsi  que  j3  et  [^',  y  et  y',  puisque  les  deux  cercles  sont 
imaginaires  conjugués,  on  aura 

/=  h.{xj;'  —  y.xy' —  (3:r'j  +  yyy'']  [xx' —  '^' xy'  —  o.' x' y  -+-  y'y/']' 

car,  par  une  substitution  modulaire  préalable,  on  peut  supposer  que  le  premier 
coefficient  A  de /est  ^o. 

On  se  trouve  donc  ici  dans  le  cas  écarté  au  cours  de  ce  Chapitre  :  celui  où  la 
forme /(./;,  y)  donne  naissance  à  une  quartique  bicirculairey(^,  i)  =  odont 
l'équation  (en  ^,  vj)  a  ses  coefficients  réels  entiers,  se  décompose  en  deux  cercles 
y,  et  Ya  imaginaires  conjugués  [chacun  d'eux  ayant,  en  (H,  yj),  une  équation  à 
coefficients  non  tous  réelsj.  Il  importe  devoir  si,  étant  donnée  a  priori  une  telle 
forme  à  coefficients  entiers,  on  peut  toujours  la  ramener  à  la  forme 

a,  b,  c  étant  trois  entiers  réels  {ac  —  //■>  o);  ©  et  -l  deux  formes  d'Hermite 
à  coefficients  entiers. 

Tout  d'abord  il  n'y  a  rien  à  changer  à  ce  qui  a  été  dit  précédemment  sur 
l'équation  P(^)  =  o  dont  les  racines  sont  les  points  communs  à  y,  et  y,  si  ces 
points  sont  réels,  ou  bien  les  points  limites  du  faisceau  (y,  yo)  qui  sont  réels  si 
les  deux  premiers  sont  imaginaires  conjugués  (et  l'on  est  bien  toujours  dans 
un  de  ces  deux  cas). 

Cette  équation  P(-)  a  ses  coefficients  entiers.  Donc,  le  milieu  des  deux  points 
ayant  pour  affixes  les  racines  est  un  point  d'affixe 'rationnel.  C'est  un  premier 
point  de  la  ligne  des  centres  de  y,  et  yo  qui  est  réelle. 

\ln  second  lieu,  la  quartique  bicirculaire  étant  décomposée  ainsi  qu'on  l'a 
dit,  on  a 

/(.,  .)  =  A[c--a.-{3.'-+--/][..'-a'.V_;3'.-  +  /]=o. 

Le  coefficient  de  :j-.3' dans/(j,  i)  est  —  A(3'H-a).  Donc  cl +  ^^'  est  rationnel 
complexe.  De  même  a'  h-  p  est  rationnel. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  le  centre  du  premier  cercle  a  pour  coordonnées 
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cartésiennes 


et  le  deuxième 


Le  milieu  de  ces  deux  points  a  pour  coordonnées  réelles 

,_  a  +  a'-+-P-+-[3'                _ /(a  — a'4-[î'— ,5) 
;  —  }  'f]  - —  • 


Ç2  -   -                          > 

.^   _/(^'-a') 

Or 


a_+^'        a^+|3  .T^-^f^'       a'+i3 


•F' 


et  l'on  voit  que  ^  et  y]  sont  rationnels  réels.  Donc  on  a  un  deuxième  point  de  la 
ligne  des  centres,  dont  l'affixe  est  rationnel  complexe.  Ce  deuxième  point  peut 
toujours  par  une  substitution  modulaire  préalable  cire  supposé  distinct  du 
premier,  il  n'y  a  qu'à  répéter  un  raisonnement  déjà  fait  au  cours  du  Chapitre 
précédent.  I^t  Ton  voit  encore  que  l'équation  P(r)=  o  a  des  racines  r, ,  j^  telles 
que  Zf  —  z.,  ail  même  a/'gume/il  qiCun  nombre  ration ncl  complexe.  La  demi- 
circonférence  r  orthogonale  au  plan  O^Tj  en  ^,^0  est  donc  du  type  spécial 
signalé.  Il  en  résulte  que  : 

i"  Si  les  points  communs  à  y,  et  y^sont  réels,  on  pourra  choisir  d'une  infinité 
de  façons  deux  formes  d'Hermite  ©,  j»,  à  coefficients  entiers  indéfinies,  dont  les 
demi-sphères  représentatives  passeront  par  F;  il  existera  alors  deux  nombres 
complexes  conjugués  A,  et  Xo  tels  que 

o  ).,  'J;  =r  o  et  ©  —  >.2  di  ::=r  o 

représentent  exactement  les  cercles  y,  et  y^.  Et  par  suite  on  aura 
c'est-à-dire 

f{x,  7)  =  A  9*  -h  2  B  ©■];  +  C 'f^ 

A,  B,  c  étant  trois  nombres  réels  tels  que  AC  —  B^  >•  o.  Et  l'identification 
prouve  que  ces  trois  nombres  sont  rationnels. 

2°  Si  les  points  communs  à  y,  et  y^  sont  imaginaires  conjugués,  ^,  et  z.,  sont 
les  affîxes  des  points  limites  du  faisceau  (yiyo).  On  choisira  deux  formes 
d'Hermite  ^  et  '|  à  coefficients  entiers  qui  pourront  être  définies  à  condition 
d'avoir  leur  point  représentatif  sur  F,  ou  indéfinies  à  condition  d'avoir  leur 
demi-sphère  représentative  orthogonale  à  F.  Le  faisceau  des  deux  cercles 
ç(:r,  i)  =  o,  v|>(",  i)  —  o  aura  alors  j,  et  z.,  pour  points  limites;  \^  et  X2  com- 
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plcxes  conjugués  existent  tels  que 

9(s,  0  — >.,'!(-,  i)  =  o         et         o(r,  i)  — >..4/(.-,  i)  =  o 

représentent  précisément  y,  et  ya*  Le  raisonnement  s'achève  comme  précé- 
demment et  l'on  ramène  toujours  /  à  être,  à  un  facteur  rationnel  réel  près, 
du  type 

A  cp-  4-  2  lï  cp'J;  -+-  C  'l". 

A,  B,  G  entiers  réels  (AG — l]->o);  o  et  -h  formes  d'Hermite  à  coefficients 
entiers  qui  en  aucun  cas  ne  peuvent  être  deux  formes  indéfinies  ayant  leurs 
demi-sphères  représentatives  sécantes. 

En  résumé,  toute  forme  biquadratique  à  coefficients  entiers /(a;,  y)  du  type 
des  formes  que  nous  étudions  (formes  à  indéterminées  conjuguées,  ne  prenant 
que  des  valeurs  réelles  pour  toutes  valeurs  des  indéterminées),  donnant  nais- 
sance à  une  quartique  bicirculaire/(j,  i)  =  o  qui  se  décompose  en  deux  cercles, 
se  ramène  toujours,  au  besoin  à  un  facteur  réel  rationnel  près,  au  type 


a,  b,  c  étant  trois  entiers  réels,  o,  ];  étant  deux  formes  d'Hermite  à  coefficients 
entiers,  et  cela  d'une  infinité  de  façons. 

Si  les  deux  points  doubles  à  distance  finie  de  la  quartique  sont  réels,  f  et  '\t 
seront  toujours  deux  formes  indéfinies  dont  les  demi-sphères  représentatives 
passeront  par  ces  points  doubles,  et  par  suite  seront  sécantes./  sera  dite  de  la 
première  catégorie. 

Si  les  deux  points  doubles  sont  imaginaires  conjugués,  cp  et  .]>  ne  pourront 
jamais  être  deux  formes  d'Hermite  indéfinies  à  demi-sphères  représentatives 
sécantes. /est  dite  de  la  deuxième  catégorie.  On  pourra  choisir  ç  et  '|  définies, 
alors  leur  point  représentatif  sera  sur  la  demi-circonférence  F  orthogonale 
à  OçY]  aux  points  ^,,  z^  associés  des  points  doubles  selon  la  définition  de 
Laguerre  (^,,  z.,  sont  les  deux  points  réels  centres  de  deux  cercles  de  rayon  nul 
se  coupant  aux  deux  points  doubles).  Si  9  ou  ']^  est  indéfinie,  sa  demi-sphère 
représentative  devra  être  orthogonale  à  F. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Ghapitre  actuel  des  formes 

quant  aux  groupes  de  substitutions  modulaires  qui  les  conservent,  s'applique 
sans  changer  un  mot  à  celles  pour  lesquelles  ac  —  è^>o.  Les  formes  de  la 
première  catégorie  ont  un  groupe  conservatif  cyclique  infini  formé  de  substitu- 
tions modulaires  hyperboliques  (conservant  à  la  fois  9  et  •]/).  Celles  de  la 
deuxième  catégorie  n'en  ont  pas  en  général,  elles  ne  peuvent  avoir  que  des 
J.  3o 
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groupes  finis  de  Iransformalions  modulaires  en  elles-mêmes  (substitutions 
elliptiques  de  période  2  ou  3,  conservant  à  la  fois  cp  et  'j;)  et  il  faut  pour  cela 
qu'elles  équivalent  aux  formes  canoniques  qu'on  a  appris  à  former  au  cours  de 
ce  Chapitre. 


Extension  de  la  théorie  de  la  réduction.  —  La  réduction  a  été  définie  au 
cours  des  Chapitres  précédents  pour  les  formes 

ao-  -\-  iho'h  -\-  C"]^"-  {oc  —  6-<o), 

a,  b,  c  entiers,  o  et  '\i  formes  d'Hermite  à  coefficients  entiers.  Ces  formes  se 
décomposent  en  deux  formes  d'Hermite.  Servons-nous  de  la  représentation 
projective  des  formes  à  l'aide  de  la  sphère  unité  H  comme  quadrique  fonda- 
mentale. 

A.  Si  la  forme/ est  de  la  deuxième  catégorie  on  peut  avoir  : 

a.  f^  et/2  définies  et  représentées  par  les  points  '(,,  "C^,  intérieurs  à  Z;  alors  la 
correspondante  est  représentée  par  '(  milieu  euclidien  de  (^,'C..  —  Dans  le 
plan  OHy],  /,  est  représentée  par  un  cercle  y,  à  centre  réel  à  rayon  purement 
imaginaire.  Sur  Z,  /,  sera  représentée  par  le  cercle  F,  imaginaire  suivant 
lequel  P,,  plan  polaire  de  '(,,  coupe  X;  de  môme  f.  par  le  cercle  Fo  suivant 
lequel  Pg,  plan  polaire  de  L,  coupe  I.  P,  et  Po  sont  extérieurs  à  1;  t^L^  est  la 
droite  conjuguée  de  leur  intersection,  elle  coupe  Z  en  -,  et  r..  Il  y  a  deux  cônes 

Fig.  87. 


du  deuxième  degré  passant  par  F,  et  F,  et  l'on  sait  que  leurs  sommets  sont  les 
points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  'C/C25  d'une  part  par  le  couple 
(p\  -2))  d'autre  part  par  le  couple  (Z,  Z.)  des  points  où  la  droite  j,  ^o  rencontre 
p^  et/72.  Les  sommets  T  et  T'  de  ces  deux  cônes  sont  donc  réels  puisque  z^z.^ 
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est  intérieur  à  Z,  Z.,  Tun  T  est  intérieur,  Tautre  T'  extérieur,  T  et  T'  divisent 
liarmoniqaenient  Z,  Zj  et  3,  z.,.  Il  en  résulte  que  T  et  T'  divisent  Imrmonique- 
ment  '(,'(2  et  ceci  prouve  que  T  est  confondu  avec  '(.  Le  point  rcprésenlallf  de 
la  correspondante  de  f  est  le  sommet  réel  Intérieur  à  1  d'un  cône  imaginaire 
du  deuxième  degré  passant  par  la  cyclique  {décomposée  en  deux  cercles) 
qui  correspond  su/-  la  sphère  ^  à  la  cyclique  plane  f{z,  i)  =  o. 

c.  Si/,  et/o  sont  deux:  formes  indéfinies  dont  les  cercles  représentatifs  y, 
et  Y2  du  plan  O^t],  ou  F,  et  Fj  de  la  sphère  1,  n'ont  pas  de  points  communs, 
on  a  déjà  vu  que  le  point  'C  représentatif  de  la  correspondante  était  encore  le 
sommet  intérieur  à  1  d'un  cône  du  deujoièm"  degré  passant  par  F,  rf  F,, 
c'est-à-dire  par  la  cyclique  sphérique  correspondant  à  f(z,  i)  =  o. 

b.  Dans  le  cas  où/,  est  définie  et/,  indéfinie,  et  sont  représentées  sur  la 
sphère  Z,  la  première  par  le  point  'Ç^  intérieur  à  S  ou  par  le  cercle  imaginaire  F, 
de  section  de  2  par  P,  plan  polaire  de  "C,,  le  deuxième  par  le  cercle  réel  Y,  de 
section  de  I]  par  un  plan  Pg  sécant  à  1,  les  sommets  des  deux  cônes  du  second 
degré  passant  par  F,  et  T.,  sont  imaginaires  conjugués  puisqu'ils  doivent  par- 
tager harmoniquement  les  segments  Z.Zo  et  z^z.,,  ces  deux  segments  chevau- 
chant l'un  sur  l'autre  ÇÇ.,  étant  le  pôle  de  P^,  CCo  rencontre  P,  en  Z,,  Po  en  Z, 
et  la  sphère  H  en  z^  et  z.,).  La  correspondante  est  représentée  par  un  point  t 
de  z^  z.,,  qui  est  milieu  non  euclidien  de  C  Z.,.  On  peut  montrer  que  ce  point  'Ç 
ne  dépend  que  des  sommets  imaginaires  conjugués  des  deux  cônes  du 
deuxième  degré  contenant  F,  et  F.,  de  la  façon  suivante  : 

Soit  A  le  point  réel  d'où  l'on  voit  les  segments  Z.Z^et  j,J2S0us  un  angle 
droit. 

Les  sommets  des  deux  cônes  en  question  sont  évidemment  les  intersections 
I,  et  lo  de  z^z.2  avec  les  droites  isotropes  issues  de  A.  Soit  1  leur  milieu  non 
euclidien  qui  est  réel  et  intérieur  au  segment  z^z.,'',  c'est  le  point  I  défini  par 

{z,z^,\)  =  {z,z,\\,)  =  {z,z,h\). 

Le  premier  et  le  dernier  rapport  anharmonique  étant  égaux  prouvent  (jue 
l'involution  définie  par  les  deux  couples  (^,^2)  et  (I,L)  admet  I  pour  point 
double  ou  en  passant  au  faisceau  de  sommet  A,  Al  est  un  rayon  double.  Mais 
AI,  et  AL  étant  isotropes,  les  rayons  doubles  AI  et  AJ  sont  rectangulaires  et 
sont  par  suite  les  deux  bissectrices  de  l'angle  ::,A::2  tl^s  deux  rayons  homo- 
logues A^i  et  Kz.,.  I  est  donc  le  pied  sur  z^z..  de  la  bissectrice  intérieure 
de  z^Kz,.  C'est  bien  un  point  réel  intérieur  à  r,  r^.  D'autre  part, 'C,  étant  con- 
jugué de  Z,  par  rapport  à  z^z.,^  on  voit  sur  la  figure  que 

puisque  ;:,  A r^  et  Z,  AZ2  sont  droits.  Donc  AI  est  bissectrice  aussi  de  t^  AZ2. 
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L'involation  précédente  compte  donc  At^  et  AZ2  comme  rayons  homologues; 
donc 

et  ceci  prouve  que  I  est  confondu  avec  C  puisque  c'est  le  milieu  non  euclidien 
de  '(^(Zs. 

Fi  g.  S8. 


Le  point  '(  représentatif  de  la  correspondante  de/  est  donc  le  milieu  non 
euclidien  réel  (intérieur  à  S)  des  sommets  imaginaires  conjugués  des  deux  cônes 
du  deuxième  degré  qui  passent  par  T,  et  To.  Cette  remarque  nous  sera  utile 
tout  à  l'heure. 

B.  Si  la  forme  /  est  de  première  catégorie,  /,  et  f.  sont  représentées  sur  il 

Fig.  89. 


par  deux  cercles  F,  et  1%  dont  les  plans  se  coupent  suivant  une  droite  A  qui 
perce  la  sphère  en  deux  points  réels  r,  et  z.^.  Il  y  a  deux  cônes  réels  du  deuxième 
degré  contenant  F,  et  F^,  leurs  sommets  sont  tous  deux  extérieurs  à  la  sphère 
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sur  la  droite  conjuguée  de  A.  /  a  une  infinité  de  correspondantes  dont  les  points 
représentatifs,  sont  tous  les  points  de  Zf  z.,  (').  Il  y  a  une  infinité  de  substitutions 
réductrices  qui  ne  donnent  lieu  ici  (les  coefficients  de  /  étant  entiers)  qu'à  un 
nombre  jiiii  de  réduiles  de  f  ?>q  reproduisant  périodiquement. 
En  résumé,  dans  tous  ces  cas  : 

I"  S'il  y  a  un  cône  du  deuxième  degré,  de  soninicl  rrcl  iutrrlcur  à  la 
sphère  1,  contenant  F,  et  1\,  son  sommet  représente  toujours  une  correspon- 
dante de  f.  Mn  la  réduisant,  on  a  une  réduite  de  /  par  la  même  substitution 
modulaire. 

Pour  les  formes  de  la  deuxième  catégorie  qui  sont  dans  ce  cas  (formes  du 
type  a  ou  c),  il  n'y  a  qu'un  tel  cône  ayant  son  sommet  réel  à  l'intérieur  de  1; 
il  n'y  a  qu'une  correspondante  et  une  réduite  unique  pour/. 

Pour  les  formes  de  la  deuxième  catégorie  il  y  a  une  infinité  de  cônes  du 
deuxième  degré,  à  sommet  réel  intérieur  à  I,  contenant  F,  et  T.  :  ils  sont  tous 
dégénérés  en  deux  plans  et  leurs  sommets  sont  tous  les  points  de  la  droite  z^  z., 
intersection  des  plans  de  F,  et  W,.  Tous  ces  points  représentent  des  correspon- 
dantes de  /*.  Mais  /ayant  ses  coefficients  entiers,  cette  infinité  de  correspon- 
dantes ne  donne  lieu  qu'à  un  nombre  fini  de  réduites  équivalentes  à  /. 

2"  Le  seul  cas  rencontré  où  il  n'y  ait  pas  de  cône  à  sommet  réel  intérieur 
à  1  contenant  F,  et  Fj  est  le  cas  des  formes  h  de  la  deuxième  catégorie 
i^f  =■  J\fi\  f\  définie,  f.,  indéfinie);  et  nous  avons  vu  alors  qu'il  y  avait  sur  la 
droite  ',  3.,  conjuguée  de  l'intersection  des  plans  de  F,  et  F.  (::,3^  étant 
sécante  à  1),  deux  points  I,  et  L  imaginaires  conjugués  sommets  de  deux 
cônes  imaginaires  conjugués  contenant  F,  Fo  et  en  ce  cas  le  point  'Ç  i-eprésen- 
tatif  de  la  correspondante  de  f  était  le  milieu  non  euclidien  (l'éel  et  inté- 
rieur à^)  des  deux  points  imaginaires  conjugués  F, ,  Fo. 

Il  y  a  encore  dans  ce  2"  une  réduite  unique  équivalente  à/. 
Les  deux  généralisations  suivantes  successives  paraîtront  alors  toutes  natu- 
relles : 

I.  Si/ est  telle  que  la  quartique/(j,  1)  =  o  se  décompose  en  deux  cercles 
imaginaires  conjugués  y,  et  yo  dont  les  correspondants  F,  et  I'.^  sur  1  sont  les 
sections  de  ^  par  deux  plans /9,  et /9.  imaginaires  conjugués  : 

i"  Si  la  droite  réelle  A  d'intersection  de  ces  deux  plans  est  extérieure  à  I, 
sa  droite  conjuguée  A'  perce  H  en  deux  points  réels  z^,  z.,  et  p,  et  p.,  en  Z,  et  /., 
qui  sont  imaginaires  conjugués.  Il  y  a  deux  points  réels,  C  intérieur,  'Ç  exté- 
rieur à  il  partageant  harmoniquement  w,  z._,  et  Z,Z^.  Ce  sont  1rs  sonnnets  réds 


(')  Tou5  ces  points   sont  les  soinmels  ititcricurs  à  2  de  cônes  dégénérés  (^ensemble  des  plans 
Pi  et  P2)  contenant  Fj  et  r2. 
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des  deux  cônes  imaginaires  du  deuxième  degré  contenant  F,  et  Fo.  Par  défi- 
nition, C  représentera  la  correspondante  de  f.  /a.  dans  ce  cas  une  réduite  et 
une  seule.  l'.lle  est  de  la  deuxième  catégorie; 

2°  Si  A  perce  H  en  deux  points  réels  z^  et  z.,  (f  est  de  la  première  caté- 
gorie) tous  les  points  de  z^z.,  intérieurs  à  Z  sont  sommets  réels  de  cônes  du 
deuxième  degré  dégénérés  (formés  des  deux  plans/?,  dp.,)  contenant  F,  et  F.^. 
Par  définition  tous  ces  points  représenteront  des  correspondantes  de  f.  Il  y 
a  donc  une  infinité  de  correspondantes  représentées  par  tous  les  points  du 
segment  Zi,  z.,.  Mais,  y  ayant  ses  coefficients  entiers,  nous  savons  que  ceci  ne 
donne  qu'un  nombre  limité  de  réduites  équivalentes  à  f. 

II.  Si  maintenant  on  ne  suppose  plus  que  la  forme  f{x^  y)  ou  la  quar- 
tiquey*(:î,  i)  =  o  se  décompose,  on  a  la  forme  générale  biquadratique  à  indéter- 
minées conjuguées  et  à  coefficients  quelconques  (il  n'est  pas  nécessaire  de  les 
supposer  entiers). 

Dans  le  plan  O^y],  /(-,  i)  =  o  représente  une  cyclique  plane,  et  il  lui 
correspond  sur  2l;  une  cyclique  sphérique  (').  Par  cette  cyclique  passent 
d'ailleurs  une  infinité  de  quadriques  réelles  appartenant  à  un  même  faisceau. 

En  efTet  l'équation  de  la  cyclique  plane  /(^,  i)  =  o,  en  coordonnées  i,  y]  a 
ses  coefficients  réels  et  s'écrit 

'^(^,  Y])  étant  un  polynôme  en  i,  r\  du  deuxième  degré. 
Si  l'on  remarque  que  les  formules 


X 


:— ^] 


font  correspondre,  au  pointa,  v],  un  point  X,  Y,  Z  de  la  sphère  X-  +Y-H-  Z-  =  i, 
on  voit  de  suite  que  la  cyclique  sphérique  dont  nous  parlons  est  l'intersection 
avec  la  sphère  X-  -t-  Y^  -h  Z*  ^  i  de  la  quadrique 


,,i  +  /.\^      BX  +  CYi-f-Z         /    X  Y 

A 


-zy         I  — z     ,  _z  '  '  \^i  _z  1  — z, 

ou 

A(n-Z)2+(BX  +  CY)(n-Z)H-  ■i;[X,  Y,  (i-Z)]-o, 

'\i  n'est  autre  que  o  rendue  homogène;  c'est  une  forme  quadratique  (à  coeffi- 
cients réels)  par  rapport  aux  variables  X,  Y,  i  —  Z. 

La  sphère  2  et  la  quadrique  précédente  (dont  l'équation  a  tous  ses  coeffî- 

(')  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  plaçons  au  point  de  vue  de  la  représentation  projec- 
tives  des  formes  à  l'aide  de  la  sphère  unité  2.  Le  lecteur  familier  avec  les  deux  représentations 
passera  sans  peine  de  cette  représentation  à  la  représentation  dans  le  demi-espace  0;-/it(t  <  o). 
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cients  réels)  déterminenl  un  faisceau  contenant  une  infinité  de  quadriques 
réelles  passant  par  la  cyclique  étudiée.  Dans  le  cas  général,  il  passe  quatre 
cônes  du  second  degré  par  cette  cyclique  et  les  recherches  de  Cremona 
[Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  .surfaces  du  troisième  ordre  (J.  de  Crelle, 
t.  ()8)|  et  de  Painvin,  rappelées  par  M.  Darboux  dans  son  Ouvrage  Sur  une 
classe  remarquahle  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques  (p.  27  et  suiv.), 
établissent  que  l'on  ne  peut  faire  sur  ces  quatre  cônes  que  les  hypothèses  sui- 
vantes : 

i"  Les  quatre  cônes  sont  réels,  la  courbe  est  alors  réelle  et  composée  de 
deux  branches  coupées  chacune  par  un  plan  en  un  nombre  pair  de  points; 

1^  Les  sommets  des  quatre  cônes  sont  réels  et  deux  seulement  de  ces  cônes 
sont  réels,  la  courbe  est  imaginaire; 

S*'  Deux  des  sommets  sont  réels  et  deux  imaginaires  conjugués.  La  courbe 
se  compose  d'une  seule  branche.  Dans  ce  cas,  les  deux  sommets  réels  sont 
extérieurs  à  la  sphère. 

Envisageons  les  sommets  de  ces  cônes,  on  n'a  que  deux  hypothèses 
possibles  : 

i"  Les  quatre  sont  réels;  alors  il  en  est  un  et  un  seul  u  intérieur  à  la 
sphère  S  (ceci  a  lieu  en  particulier  si  la  forme  biquadratique  proposée  est  posi- 
tivCf  auquel  cas  la  cyclique  est  imaginaire). 

Nous  conviendrons  alors  d'associer  à  notre  forme  biquadratique  /  la  forme 
quadratique  définie  d'Hermite  ç,  dont  C  est  le  point  représentatif;  ce  sera  la 
correspondante  de/*.  La  réduite  de  y  s'obtiendra  en  faisant  sur  y  la  même 
substitution  modulaire  complexe  que  pour  avoir  la  réduite  tl>  de  o 


LF=/sJ' 


2°  Deux  seulement  sont  réels,  ils  sont  extérieurs  à  1  ainsi  que  toute  la 
droite  A  qui  les  joint;  les  deux  autres  I,  et  L  sont  imaginaires  conjugués  sur 
la  droite  réelle  A'  conjuguée  de  A  par  rapport  à  2^,  A'  coupant  i.  On  voit  alors 
immédiatement  qu'il  est  possible  de  déterminer  deux  points  ^,  Z,  réels  sur  A' 
qui  partagent  harmoniquement  I,  I2  ainsi  que  le  segment  déterminé  sur  A' 
par  S.  'C  est  intérieur  à  1,  Z  extérieur,  'C  est  milieu  non  euclidien  de  1,1^.  Il 
suffit  de  répéter  les  raisonnements  faits  (p.  235)  pour  les  formes  du  type  b  de 
la  deuxième  catégorie  pour  s'assurer  de  l'exactitude  des  assertions  précé- 
dentes. Le  point  C,  bien  déterminé  et  unique  que  nous  venons  de  signaler,  sera 
par  définition  le  représentatif  de  la  correspondante  0  de  /.  On  aura  encore 
dans  ce  cas  une  réduite  F  unique  équivalente  à  /  qu'on  obtiendra  en  faisant 
sur/ la  subtitution  S  modulaire  complexe  qui  réduit  9 


r<I>=:r9S] 

11' =/sJ 
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Dans  le  premier  comme  dans  le  deuxième  cas,  il  y  a  toujours  une  droite 
réelle  A  sécante  à  2  renfermant  deux  des  sommets  {réels  ou  imaginaires 
conjugués)  des  cônes  qui  passent  par  la  cyclique  sphérique  envisagée.  Elle 
perce  I  en  deux  points  qui  correspondent  à  deux  points  d'afiixes  z■^  et  z.^  du 
plan  OHy],  et  le  segment  ^j^^^  de  la  droite  A'  représente  une  forme  de  Diriclilet. 
Il  est  visible  immédiatement  que  par  toute  collinéation  réelle  qui  respecte  la 
sphère  S  et  transforme  entre  eux  les  points  de  l'intérieur,  la  cyclique  primitive 
devient  une  cyclique  du  même  type  (i"  ou  2*^)  et  la  droite  qu'on  vient 
d'associer  à  la  cyclique  primitive  devient  la  droite  associée  par  le  même  mode 
à  la  cyclique  transformée  :  c'est  dire  que  la  forme  de  Dirichlet  représentée 
par  z^  z^  est  un  covariant  de  la  forme  hi quadratique  à  indéterminées  conju- 
guées représentée  par  la  cyclique,  pour  toute  transformation  linéaire 

iy  =  yX+ÔY  ir'=/X'4-ô'Y' 

a,  [3,  Y,  0  et  leurs  conjugués  a',  P',  y',  o'  étant  quelconques. 

En  résumé,  il  résulte  des  considérations  précédentes  que  quelle  que  soit  la 
forme  biquadratique  envisagée  /'  : 

1°  S'il  y  a  un  cône  du  deuxième  degré  à  sommet  réel  intérieur  à  Z  con- 
tenant la  cyclique  qui  la  représente,  ce  sommet  sera  par  définition  le  repré- 
sentatif d'une  correspondante  de  f.  Il  n'y  en  a  en  général  qu'un,  et  le  seul 
cas  où  il  y  en  ait  une  infinité,  est  celui  où  la  cyclique  se  décompose  en  deux 
cercles  dont  les  plans  se  coupent  suivant  une  droite  réelle  sécante  à  Z.  Ce  cas  a 
été  étudié  en  détail; 

2°  S'il  n'y  a  pas  de  sommet  réel  intérieur  à  il,  il  y  a  deux  tels  sommets  ima- 
ginaires conjugués  sur  une  droite  A'  réelle  sécante  à  1,  et  le  représentatif  '(  de 
la  correspondante  de  f  sera  leur  milieu  non  euclidien  (point  réel  inté- 
rieur à  X). 

On  peut  donc,  dans  tous  les  cas,  définir  d'une  façon  précise  la  réduc- 
tion d' une  forme  biquadratique  à  indéterminées  conjuguées. 

Cette  méthode  de  réduction  a,  il  est  vrai,  un  caractère  théorique.  Les 
calculs  effectifs  de  la  ou  des  correspondantes  de  f  ne  pourront  être  en 
général  faits  qu'ar<?cw/î^  approximation  (d'ailleurs  aussi  serrée  qu'on  voudra), 
puisque  la  recherche  des  quatre  cônes  contenant  la  cyclique  dépend  d'une 
équation  du  quatrième  degré  et  puisqu'on  s'occupe  plus  spécialement  ici 
d^une  racine  (qui  fournit  le  sommet  intérieur)  ou  des  groupes  de  deux  racines 
(donnant  les  droites  A  et  A). 

Nous  nous  bornerons  dans  ce  Mémoire  aux  indications  précédentes. 


CHAPITRE  V. 

LES  FORMES  DÉCOMPOSABLES  EN  PRODUIT  DE  n  FORMES  DHER.MITE 
TANT  DÉFINIES  QU'INDÉFINIES  (n  >■>.). 


Envisageons  une  forme  du  type 

/o/:î5  •••>  /il  étant  des  formes  d'Hermite  indéfinies;  /,;_,,  ...,/„  étant  des 
formes  définies.  On  suppose  essentiellement  ici  a^  o.  D'ailleurs  a  peut  être 
égal  à  n.  Les  déterminants  de  C3s  formes  seront  désignés  par  —  o,,  —  o^,  . . ., 
—  Ojj,  pour  les  formes  indéfinies,  par  o^^,,  0^.^.,  . . .,  o„  pour  les  définies. 
Tous  les  OiSont  ainsi,  des  nombres  positifs.  La  décomposition  de  /  en  pro- 
duit/,/2.../„  ne  détermine  chacune  de  ces  formes/,- qu'à  un  facteur  A,- près. 
On  peut  profiter  de  cette  indétermination  pour  rendre  si  l'on  veut  tous  les  o, 
égaux  entre  eux  (à  condition  qu'aucun  d'entre  eux  ne  soit  nul),  mais  ceci 
n'est  nullement  essentiel  pour  la  suite.  A  chacune  des  formes  indéfinies 
//(^  =  i»2,  ...,  a)  nous  associons  une  forme  définie  d'Hermite  9,  par  le  mode 
connu.  Oi  a  son  point  représentatif  l\  sur  la  demi-sphère  t,  qui  représente  /, 
(dans  l'espace  O^rf:,  t  >  o),  et  son  déterminant  est  O/  opposé  de  celui  de  /,. 
r^i  dépend  du  paramètre  complexe,  affixe  de  la  projection  P,  de  C/  sur  le 
plan  Oiy]T.  Puis  à  la  forme  proposée  f  on  associe  la  forme  quadratique  définie 
d'Hermite 

?  =  ^î  91 4-  ^2  92  +  .  •  •  -^  ^i9[i+  t\i.+if\i+\  +  • .  •  +  t%f„. 

cp  dépend  des  paramètres  réels  /,,  /.,  ...,  /,,,  et  des  u.  paramètres  complexes  qui 
entrent  respectivement  dans  ^,,  9.,  ...,  o^,^. 

On  fera  varier  de  toutes  les  façons  possibles  ces  paramètres  et  pour  chaque 
système  de  valeurs  qu'ils  recevront  on  réduira  o  par  une  certaine  substitu- 
tion S.  On  fera  sur  /  la  même  substitution     p~  to    •  Lorsque  les  paramètres 

varieront  on  obtiendra  un  ensemble  (S)  formé  des  substitutions  précédentes. 
Faisant  toutes  ces  substitutions  dans/,  on  obtiendra  un  ensemble  (  /)  de  formes 
équivalentes  à  f  qui  sera  dit  associé  à  f  par  la  méthode  de  réduction  conti- 
nuelle. 

On  aura  (S)  en  cherchant  le  domaine  D  que  décrit  le  point  t  représentatif 
de  o,  lorsque  les   paramètres  entrant  dans  o    varient    de    toutes  les  façons 
J.  3i 
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possibles.  Si  d'abord  on  suppose  que  les  ti  (/  =  i,  2,...,/^)  varient  seuls, 
les  O/t  (/i  =:  I,  2,  . . .,  a)  restant  fixes,  C  va  décrire  V intérieur  et  la  surface  du 
plus  petit  polyèdre  convexe  non  euclidien  contenant  à  son  intérieur  ou  sur 
sa  surface  les  points  '(,,  '(:>,  •  •  -•,  *C[a  représentatifs  de  cp,,  Ço»  •  •  -5  ?(j.5  C[i^ij  •  •  -, 
'C,j  représentatifs  de  f^+i.  •  •  • ,  fi-  C'est  là  un  résultat  qui  a  été  établi  à  propos  de 
la  réduction  continuelle  des  formes  décomposables  en  produit  de  n  formes 
d'Hermitc  définies.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  les  tx  paramètres  com- 
plexes entrant  dans  o,,  ...,  o^  varient,  '(,,  t.,,  ..,,  'Ç^  vont  décrire  respective- 
ment les  demi-sphères  a,,  o-^,  ...,  fj^  représentatives  de  f\^  fy,  •••ifi  ^t  le 
polyèdre  précédent  va  se  déformer.  Le  domaine  D  sera  le  volume  balayé  par 
ce  polyèdre  dans  sa  déformation,  en  y  comprenant  la  surface  qui  limite  ce 
volume.  Dans  la  représentation  adoptée  (celle  de  l'espace  Oçr^T,  t^»  o),  cette 
surface  limite  pourra  comprendre,  en  particulier,  certaines  des  demi-sphères 
représentatives  des  formes  f,,f2,  ■■..■,  f^',  elle  pourra  admettre  pour  points 
coniques  certains  des  points  représentatifs  de  /jx-n,  ...,  fn-  H  est  difficile 
d'ailleurs  de  dire  d'une  façon  précise  ce  que  sera  ce  domaine,  tant  sa  forme 
peut  varier  selon  les  nombres  a,  /i,  et  les  dispositions  relatives  des  points 
u^jj^,,  .  ..,  t,^  et  des  demi-sphères  cr,,  c^,  ...,  cr^.  Xous  allons  seulement  par 
•rjuelqucs  exemples  montrer  quelques-unes  des  circonstances  qui  pourront  se 
présenter. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  qu'on  s'aidera  utilement  de  l'une  et  de  l'autre  repré- 
sentation des  formes  dont  nous  avons  jusqu'ici  toujours  fait  usage,  représen- 
tation dans  le  demi-espace  (t  >►  o,  OHyjt)  et  représentation  projective  à  l'inté- 
rieur de  la  sphère  unité  1. 

Premier  exemple  ((jt,  =  3  =  n).  —  On  a  trois  demi-sphères  représentatives 
^1)  ^^27  ^3  pour  f\',fxif3\  leurs  équateurs  sont  les  cercles  y,,  Y25  Ts-  ^^  forme 
<iu  domaine  D  dépend  des  positions  mutuelles  de  ces  trois  cercles. 

Pour  simplifier,  supposons  ces  trois  cercles  extérieurs  deux  à  deux.  Sur  la 
sphère  S  il  leur  correspond  trois  cercles  F,,  F^,  F3  non  sécants  deux  à  deux  et 
tels  que  le  plan  de  chacun  d'eux  laisse  d'un  même  côté  les  deux  autres  cercles. 
?o  ?2?  9.(0nt  leurs  points  représentatifs  'C,,  'Co,  'C3  sur  ct,,  <7o,  0-3  ou,  avec  la  repré- 
sentation projective,  à  l'intérieur  de  1  respectivement  dans  les  plans 
de  FijFo,  F3.  Si  t\^t\^t\  varient,  '(  représentatif  de  ç  décrit  l'intérieur  et  le 
périmètre  du  triangle  "C,  'C2  C3.  Si  maintenant  'C,,  'C.,  'C;,  varient  dans  leurs  plans 
non  euclidiens  respectifs,  on  aperçoit  le  domaine  D  que  va  balayer  le  triangle 
^C^'ÇX■i.  Il  est  limité  : 

1°  Par  les  plans  des  cercles  F, ,  Fo,  F3  ; 

2*^  Parles  deux  plans  tangents  à  la  fois  à  F,,  Fo,  F3  qui  comprennent  dans 
leur  angle  ces  trois  cercles; 
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/: '-> 


2^.1 


3°  Par  des  portions  de  la  surface  des  trois  cônes  du  second  degré  à  sommet 
extérieur  à  2  qui  passent  respectivement  par  1^  et  F,,  par  T..  et  F,,  par  T,  et  \\. 
Ces  trois  cônes  sont  tangents  aux  deux  plans  précédents.  Les  portions  de  sur- 
face conique  à  choisir  sont  comprises  entre  les  deux  plans  précédents  et  sont 
telles  que  la  surface  obtenue  comme  limite  de  D,  à  l'aide  de  i",  2°  et  3'%  soit 
partout  convexe. 

Nous  représentons  par  un  schéma  le  solide  D  obtenu  dans  ce  cas.  On  n'ou- 
bliera pas,  pour  le  bien  voir  dans  l'espace,  que  les  sommets  des  trois  cônes 
(r.ro),  (roTg),  (rgT,)  sont  sur  une  même  droite  A  située  dans  le  plan  polaire 
par  rapport  à  S  du  point  de  rencontre  des  trois  plans  de  F,,  Fo,  F3  (').  Nous 


figurons  aussi  sur  ce  schéma  la  section  du  solide  par  un  plan  quelconque  passant 
par  la  droite  A.  C'est  un  hexagone  m,  c,  u^v^  «2^25  convexe,  dont  trois  côtés  non 
consécutifs  u^i\,  u.^ç.^,  W3P3  sont  les  trois  cordes  découpées  dans  F,,  Fa,  Fg  par 
ce  plan. 

Le  solide  D  est  engendré  par  la  surface  intérieure  à  cet  hexagone  lorsque  le 
plan  précédent  tourne  autour  de  A  entre  les  deux  positions  limites  qui  sont  les 
deux  plans  tangents  à  F,,  Fa,  F3,  et  laissant  les  trois  cercles  d'un  même  côté. 
On  a  figuré  en  Z^Z^Zg  et  Z'^Z^^Z!,  les  deux  triangles  de  contacts  de  ces  deux 
plans. 

Les  aires  de  ces  deux  triangles  font  partie  de  la  surface  limite  de  D;  suivant 
leur  périmètre,  le  plan  de  ces  triangles  se  raccorde  aux  trois  fragments  de  sur- 
face conique  limitant  D  qu'engendrent  p,  u^,  v^u.,  et  ç^^t  '1  enfin  il  y  a  les  aires 
planes  intérieures  aux  trois  cercles  F,,  T^,  F3  qui  achèvent  de  limiter  D. 


(^)  Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  (inscrit  au  cercle  de 
section  de  2  sur  ce  plan  polaire)  dont  les  sommets  sont  les  intersections  de  ce  plan  polaire 
avec  Tj,  r2  et  Fj. 
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Si  Ton  passe  maintenant  à  la  représentation  dans  le  demi-espace  0^yj':(->o) 
aux  trois  plans  de  F,,  Fa?  ^i  correspondent  les  trois  demi-sphcrcs  c,,  rj.^,  o-^. 
Aux  deux  plans  ZjZ^.Zg  et  21Jj.,L^  qui  touchent  les  trois  cercles  r,,r2,r3 
correspondent  les  deux  sphères  S,  et  S',  orthogonales  au  plan  OHy]  tou- 
chant (7,,  Œo,  ^-3  avec  contacts  de  même  nature  (Tune  extérieurement,  l'autre 
intérieurement  en  z^^  z.,^  z.^.   Aux  portions  de  surfaces    coniques  passant 


Fi£ 


9'- 


par  (F, Fa),  (F2F3),  (F., F,)  correspondront  ici  trois  portions  de  surfaces 
cyclides  orthogonales  au  plan  0\'t\  passant  par  (7,72)»  (T2T3)  ^^  (TsYi)?  ^^^ 
portions  de  surfaces  cyclides  se  raccordant  : 

1°  A  l'aire  limitée  sur  la  sphère  S,  par  le  triangle  curviligne  dont  les  côtés 
sont  les  cercles  orthogonaux  au  plan  OHy]  décrits  sur  j,^o,  ^2 -35  ^3-1  comme 
diamètres  ; 

2**  A  l'aire  limitée  sur  la  sphère  S',  par  le  triangle  curviligne  z\  z.,  z.^  analogue 
au  précédent. 

Le  volume  D  repose  donc  en  quelque  sorte  sur  le  plan  OHyj  par  trois  pieds 
évidés  par  les  sphères  o-,,  o-j,  g-.,  dont  les  bords  seraient  les  cercles  y,,  Ya^Ts- 

Si  à  D  on  adjoint  le  volume  symétrique  par  rapport  au  plan  O^yj,  on  a,  en 
faisant  abstraction  de  a-,,  o-o,  Cg,  un  volume  limité  par  une  surface  à  trois  trous 
composée  de  trois  portions  de  cyclides  et  de  deux  portions  de  sphères  tangentes 
aux  trois  cyclides  précédentes.  Le  schéma  adjoint  à  cet  exemple  figure  :  i*'  la 
portion  de  sphère  S,,  limitée  par  les  demi-cercles  de  diamètre -:j,  ::25  ^2-3?  ^.i-iî 
2**  trois  portions  de  surface  cyclide  raccordées  à  cette  portion  de  sphère  S,  le 
long  de  ces  frontières  :  la  première  de  ces  cyclides  allant  de  l'arc  z^  m,  z\  de  y, 
à  l'arc  ^3^3:^3  deys;  la  deuxième  allant  de  l'arc  z^u^z'^Aa  y^  à  l'arc  z.^i\z[  deya; 
la  troisième  allant  de  l'arc  ^2"2-2  ^^  Ta  ^  ^'^^^  ^t  ^'t^\  ^^  T«  î  ^'^  la  portion  de 
sphère  S',  limitée  par  les  demi-cercles  de  diamètre  z\z'^,  z\_z'^,  z'^z\  et  raccordée 
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le  long  de  ses  cotés  aux  trois  portions  de  cyclidcs  précédentes.  On  a  figuré  la 
section  du  volume  D  par  une  demi-sphère  S  du  faisceau  (S,  S',)  qui  coupe  a, 
suivant  le  demi-cercle  w,c,,  a.,  suivant  u^^-.^Qi  a^  suivant  ^/:, r.,.  Ces  trois  demi- 
cercles  sont,  sur  la  demi-sphcre  S,  trois  côtés  non  consécutifs  d'un  hexagone 
curviligne  de  sommets  ?/,  c,  w^Co  «3^3  (hexagone  non  euclidien  convexe)  dont 
les  trois  autres  côtés  sont  les  demi-cercles  de  diamètre  r,  u.,^  w,  u.^,  Cg  u^  suivant 
lesquels  S  coupe  les  trois  portions  de  cyclide  qui  limitent  D;  cet  hexagone 
limite  sur  S  une  aire  qui  est  la  section  du  volume  D  par  S.  La  représentation  se 
simplifie  un  peu  si  l'on  suppose  que  y,,  yo?  7^  sont  trois  cercles  égaux  dont  les 
centres  forment  un  triangle  équilatéral.  Alors  les  portions  de  cyclide  deviennent 
des  demi-lorcs  égaux  (en  entendant  par  là  la  surface  engendrée  par  un  demi- 
cercle  tournant  autourd'unc  droite  de  son  plan,  qui  est  quelconque  par  rapport 
au  diamètre  du  demi-cercle;  ici  elle  serait  inclinée  à  60°  sur  ce  diamètre). 

Deuxième  exemple  (t/.  =  i,  «  =  3).  —  Deux  cas  sont  possihlcs. 

Prenant  la  représentation  projective,  ou  bien  le  plan  du  cercle  F,  représen- 
tatif de/,  sur  i),  laisse  d'un  même  côté  ^^  et  (3  points  représentatifs  de  f.,  et  /"., 
intérieurs  à  il,  ou  bien  il  les  laisse  de  part  et  d'autre. 

Dans  le  premier  cas,  CX.-^  perce  le  plan  de  F,  en  w,  intérieur  ou  extérieur  à  F,; 

Dans  le  deuxième  cas,  (oCs  perce  le  plan  de  F,  en  co  intérieur  à  F, . 

©,  associée  à  /,  a  un  point  représentatif  C,  à  l'intérieur  du  cercle  F,  dans 
le  plan  de  F,.  Lorsque  l\^  /^,  t'\  varient,  Ç  représentatif  de  o  associée  à  /décrit 
l'intérieur  et  le  périmètre  du  triangle  Z_^(.X.^.  Lorsque  Ci  décrit  maintenant  tout 
l'intérieur  de  F,,  le  volume  D  balayé  par  ce  triangle  est  limité  : 

Dans  le  premier  cas  :  i"  par  la  surface  du  cercle  F,  ;  2"  parles  aires  des  deux 
triangles  'C2C3W,  et  ^2^3^'.,  dont  les  plans  sont  les  plans  tangents  à  F,  menés 


yu-'-' 


~~Z^^^^ 


par  C/Csî  3°  par  deux  portions  de  surface  conique  ayant  pour  sommets  respec- 
tivement 'Co  et  'Ca,  et  pour  directrices  chacun  des  deux  arcs  en  lesquels  u^  et  r, 
partagent  F,.  Ces  deux  portions  de  surface  se  raccordent  d'ailleurs  suivant  les 
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droites  C.yiin  Ca^'u  Cs^t?  Cst'i,  aux  deux  triangles  du  2"^.  On  a  figuré  la  section 
du  volume  D  par  un  plan  'C2C3W  u'^ç'^  passant  par  (oCs-  C'est  l'aire  intérieure 
au  quadrilatère  'C.,'Ç.^  u\  v\  (* ). 

Dans  le  deuxième  cas,  par  les  deux  portions  de  surface  conique  ayant  respec- 


tivement pour  sommets  'Co  et 'C3  et  pour  directrice  F,,  ces  deux  portions  étant 
limitées  à  leur  sommet  d'une  part  et  à  leur  directrice  de  l'autre.  D  est  dans  ce 
cas  une  espèce  de  double  cône. 

Comme  on  sait  facilement  passer  de  la  représentation  projective  à  la  repré- 
sentation dans  le  demi-espace  0^y]':(t>o),  nous  n'insisterons  pas  sur  cette 
deuxième  représentation  du  volume  D,  qui  est  immédiate. 

Le  premier  cas  correspondra  au  cas  où  a^  laisse  t.,  et  'C3  d'un  même  côté  ;  le 
deuxième  cas  correspondra  au  cas  ou  (J^  laisse  t.,  et  (3  de  part  et  d'autre. 

Dans  le  premier  cas  (et  en  envisageant  seulement  l'hypothèse  qui  correspond, 
dans  la  représentation  projective,  à  to  intérieur  à  F,),  D  sera  limité  :  1°  par  a,  ; 
2°  par  deux  portions  de  surface  sphérique  passant  par  'C2C3  (orthogonales  au 
plan  O^"/])  et  tangentes  à  a-,  en  u^  et  r,  correspondant  aux  triangles  CaCs'^» 
et  CoCst^i  de  la  première  représentation;  3°  par  deux  portions  de  surfaces 
cyclides  (orthogonales  à  O^Tj)  ayant  pour  point  conique  respectivement  (^ 
et  'C3,  et  passant  respectivement  par  chacun  des  deux  arcs  en  lesquels  w, ,rt 
découpent  Yi  • 

Dans  le  deuxième  cas,  D  sera  limité  par  les  deux  portions  de  cyclides  ayant  y, 
pour  directrice  et  respectivement  (o  et '(3  pour  points  coniques;  le  volume  D 
contiendra  dans  ce  cas  à  son  intérieur  la  demi-sphère  a-,. 

Ces  deux  exemples  suffisent  à  rendre  compte  de  la  multiplicité  des  formes 


(1)  Ceci  dans  l'hypotUèse  où  to  est  extérieur  à  Tj;  si  w  est  intérieur  à  Fi,  D  est  limité  simple- 
ment :  i"  par  la  surface  de  Fj  ;  2"  par  la  surface  conique,  de  directrice  Fi,  dont  le  sommet  est 
celui  des  deux  points  Çj  ou  Ç3  qui  est  le  plus  éloigné  de  w. 
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que  peut  afTecter  le  domaine  D.  Sa  surface  limite  pourra  admettre  certains 
des  Ç;,  (k  =  u, -{- I ,  ...,  n)  pour  poinls^coniques;  elle  pourra  comprendre  cer- 
taines des  demi-sphères  a^  (/=  i,  2,  ...,  u.)  par  lesquelles  elle  abordera  nor- 
malement le  plan  O^/],  elle  pourra  aussi  être  limitée  par  des  fragments  de 
surfaces  cyclides  (normales  à  O^yj)  passant  par  tout  ou  partie  des  cercles  y/, 
équatcurs  des  demi-sphères  a,  précédentes,  etc. 

Dans  chaque  cas,  Téludc  du  domaine  D  résultera  de  la  disposition  des  élé- 
ments représentatifs  des  formes  f^  constitutives  de  f.  Un  peu  de  réflexion 
suffira  toutefois  pour  se  rendre  compte  que  fous  les  cercles  ^[i(^  ~  h  -?  •••?  [^•) 
appartiennent  à  la  surface  limite  de  D. 

Dès  lors,  pour  avoir  l'ensemble  des  substitutions  (S)  auxquelles  conduit  la 
réduction  continuelle,  il  suffira  de  considérer  tous  les  penlaèdres  t.  de  la  divi- 
sion classique  de  Fcspace  avec  lesquels  D  a  au  moins  un  point  commun;  ils 
forment  un  ensemble  (tî)  et  (S)  comprend  toutes  les  substitutions  modulaires 
qui  transforment  en  Tq  chacun  des  pentaèdres  de  l'ensemble  (-). 

Le  domaine  D  abordant  le  plan  OHy]  par  tous  les  cercles  Y/(i  =  i,  2',  ...,  a), 
on  voit  que  (t:)  compte  une  infinité  de  penlaèdres,  donc  (S)  une  infinité  de 
substitutions.  L'ensemble  des  formes  (/)  associé  à /compte  donc  une  infinité 
de  formes. 

Si  l'on  passe  de  la  forme  proposée  /à  une  forme  équivalente  F, 

F  rrr  F,  l",  ,  .  .  V"",,  aveC  F^=ir/,S  (/=I,2,    ..,,/i), 

on  verra  de  suite  que  les  domaines  D  et  tô  associés  à  /  et  F  se  transforment 
l'un  dans  l'autre  par  la  transformation  T  du  demi-espace  que  définit  la  substi- 
tution S  par  laquelle  on  passe  de  /  à  F  (F  =/S,  (D  =  Dï).  D'où  il  suit  que 
l'ensemble  (/)  que  la  réduction  continuelle  associe  à/ est  le  même,  quelle  que 
soit  la  forme  équivalente  à /dont  on  parle.  Ces  formes  de  (/)  sont  les  formes 
équivalentes  à  /  pour  lesquelles  le  domaine  D  associé  a  au  moins  un  point 
commun  avec  ûq. 

Passant  maintenant  à  la  recherche  d'une  réduite  dans  l'ensemble  (/)  qui 
servira  à  représenter  la  classe  entière  des  foi  mes  équivalentes  à  /,  on  aura  des 
conclusions  en  tout  pareilles  à  celles  cjui  ont  été  exposées  en  détail  à  propos  de 
la  réduction  des  forces  biquadratiques;  il  n'y  a  simplement,  comme  on  le  verra 
de  suite,  qu'une  plus  grande  longueur  dans  les  écritures.  On  reconnaîtra  ainsi 
qu'il  est  possible  de  limiter  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  toute  forme  F 

de  l'ensemble  (/)  à  l'aide  de  la  seule  expression  0  —  -rpi 7^  (*)'■>  l^s  seconds 

membres  des  inégalités  de  limitation  étant  des  puissances  de  0  d'exposants  bien 

(')  0  est,  comme  toujours,  le  déterminant  de  la  forme  tp. 
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déterminés  ne  dépendant  que  du  rang  du  coefficient  limité  dans  la  forme  F 
envisagée.  Dans  certaines  de  ces  inégalités,  le  coefficient  de  la  puissance  de  0 
contiendra  en  dénominateur  la  valeur  absolue  du  premier  coefficient  de  F 
(coefficient  de  X'^X'")  à  une  certaine  puissance  tout  comme  on  l'a  vu  pour  les 
formes  biquadratiques,  en  sorte  que  la  limitation  est  illusoire  si  le  premier 
coefficient  de  F  est  nul,  ce  qui  peut  arriver  si  la  forme  proposée/peut  s'annuler 
pour  des  valeurs  entières  de  x,  y,  c'est-à-dire  si  elle  peut  représenter  zéro. 

On  remarquera  que  cette  quantité  0  =  —, —joue  un  rôle  essentiel  dans  la 

la  réduction.  Si  l'on  considère  deux  formes  f  ai  §  équivalentes,  et,  pour  des 
valeurs  correspondantes  des  paramètres,  o  et  <I>  qui  leur  sont  associées  (c'est- 
à-dire  telles  que  tl)  ==  ç.  S  si  #  =  yS),  la  fonction  0  prend  les  mêmes  valeurs. 
D'où  se  conclut  que  les  fonctions  0  et  0  relatives  à  ces  deux  formes  prennent  le 
même  ensemble  de  valeurs  lorsque  les  paramètres  de  la  réduction  continuelle 
varient  de  toutes  les  façons  possibles. 

Elles  ont  donc  le  même  niininium  que,  par  définition,  on  appellera  le  déter- 
minant de  f.  Toutes  les  formes  équivalentes  à  /"ont  même  déterminant. 

La  (ou  les)  correspondante  de  f  sera  la  (ou  les)  forme  définie  o  d'Hermite 
associée  ày* pour  les  valeurs  des  paramètres  qui  rendent  0  minimum.  Les  cor- 
respondantes o  et  *\>  de  deux  formes  équivalentes  y  et  §  s'équivalent  par  la 
même  substitution  que  /  et  §  (#  =/S,  4!>  =  oS). 

La  (ou  les)  réduite  équivalente  à/ sera  la  (ou  les)  forme  de  l'ensemble  (/") 
dont  la  (ou  les)  correspondante  est  une  forme  d'Hermite  définie  réduite. 

Deux  formes  équivalentes  ont  mêmes  réduites  et  ceci  ramène  l'équivalence 
de  deux  formes  à  l'identité  entre  leurs  réduites  ou  leurs  groupes  de  réduites. 

Sans  insister  sur  la  question  de  l'existence  du  minimum  de  0,  on  reconnaîtra 
que  les  conclusions  affirmées  relativement  à  celles  des  formes  biquadratiques 
dont  les  coefficients  sont  entiers,  sont  valables  ici  encore,  toujours  sous  la  res- 
triction qu'on  écarte  les  formes  susceptibles  de  représenter  zéro.  En  effet,  alors 
toute  réduite  F  équivalente  à  /  a  ses  coefficients  entiers  et  son  premier  coeffi- 
cient est  sûrement  ^o  si  la  forme  ne  peut  représenter  zéro. 

Dans  les  inégalités  qui  limitent  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  F,  on 
remplacera  au  second  membre,  lorsqu'il  y  figurera  dans  le  dénominateur,  le 
premier  coefficient  de  F  par  un.,  qui  ne  lui  est  pas  supérieur  en  valeur  absolue  ; 
ces  seconds  membres  seront  alors  des  quantités  parfaitement  déterminées  par 
la  connaissance  de  6,  déterminant  de  la  forme/".  Si  ce  déterminant  est  donné, 
chacun  des  coefficients  d'une  réduite  F  (à  coefficients  entiers)  ayant  ce  déter- 
minant ne  pourra  avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  d'où  les  deux  consé- 
quences : 

1°  Une  forme  à  coefficients  entiers  du  type  f  =.  f  ^  f.^  ...  /„  (où  les  jx  pre- 
mières formes  sont  formes  d'Hermite  indéfinies  \j,-=fzo)  et  non  susceptibles  de 
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représenter  zéro  (ce  qui  arrivera  si  aucune  des  formes /"/ ne  peut  représenter 
zéro)  n'a  jamais  qu'w/i  nombre  limité  de  réduites  équivalentes  (puisque  toutes 
ces.réduites  ont  même  déterminant  que/). 

•1°  Les  formes  à  coefficients  entiers  du  ^ypQ/=^/\  /^  •••/n  décomposahles 
en  produit  de /i  formes  d'Hermitedont  certaines  sont  indéfinies  (/i  étant  donné), 
/lo/i  susceptibles  de  représenter  zqto  et  ayant  un  même  déterminant  donné  0, 
se  répartissent  en  un  nombre  limité  de  classes  (puisqu'à  un  0  donné  ne  corres- 
pondent qu'un  nombre  fini  de  réduites  possibles,  donc  de  classes). 

Revenant  maintenant  à  l'existence  du  minimum  de  0,  il  est  facile  de  voir  que 
ce  minimum  existe  en  supposant,  comme  nous  le  faisons,  que  tous  les 
0,.  (/  =  I,  2,  ...,  n)  sont  ^  o. 

En  eflet,  si 

f  ^^  fl  •  •  •  J[>-J\>ii  •  •  '  Jn- 

avec 

,,    ,  ,  /a/C/  — Z?///;  =— 0,  pour  /  =  1,  2 .a 

//=  ttixx' —  bixy'  —  bix  y  -\-  cry 


a/.C/. —  biJ)i.-=^       0/.  pour  k  zz: ^  +  i ,  ...,  n 

et  si  l'on  pose 

Oi=  :xixx'  —  ^ixy'  —  2>'ix' y  -i-  y^yy'  [ar/i — 5/ 13{  = -//  (^'=1,  2,  ...,  «)], 

O- étant,  lorsque /est  indéfinie  (i  =  i ,  2,  ...,  a)  une  forme  d'Hermite  définie 
associée  à  /  par  le  procédé  que  nous  connaissons,  et  étant  identique  k  / 
lorsque/  est  définie  (i  =  u. -h  i ,  ...,  n):\?i.  forme  o  associée  à/ est 

9  =  f  j  9,  +  . . .  +  ilo„=:pxx^—qxy—f/'x'y  +  /•// 
avec 

« 

1 

// 

/( 

r=^ljy^. 
i 
Le  déterminant  o  de  o  est 

n  n  n 

1  /  rz  1      /  =  1 

avec 

Cette  expression  de  O/y  a  été  souvent  rencontrée  dans  le  Mémoire  actuel  ;  on 
J.  ^^ 
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sait  qu'elle  est  toujours  positive  et  qu'on  a  ô//>2v/o,Oy,  régalité  n'ayant  lieu 
que  si  *C  et  'Cy,  représentatifs  de  ^,  et  cpy,  sont  confondus.  D'ailleurs,  la  façon 
dont  on  a  rattaché  O/y  à  la  distance  non  euclidienne  de  C,  à  tj  prouve  que  o<y 
devient  infinie  lorsqu'un  des  points  '(,  ou  tj  tend  vers  le  plan  O^y]  (ou  les  deux 
à  la  fois  sans  être  confondus). 
Envisageant  alors 

i  i  •  •  •  l'ii  j  1 .  •  •  1  « 


on  voit  facilement  que  0//^2  \Jo,ùj  entraîne 

Donc 

-    T,...T„   ' 

les  §,  sont  des  nombres  positifs  fixes  tous  supérieurs  à  un  nombre  positif  \-=^o. 
Donc 

1  1    ...    1  ,1  1  1    ...    1  ,j 

Donc 

O'iV'ii'^^^  o. 

D'ailleurs,  l'expression  de  0  et  les  inégalités  précédentes  prouvent  que  G  devient 
infinie  si  certains  des  nombres  ^,  s'annulent  (on  ne  doit  pas  les  supposer  tous 
nuls  à  cause  de  l'homogénéité  de  0;  0  devient  de  même  infinie  si,  les  /,  restant 
fixes,  un  des  '(  (/=  i ,  2,  ...,  a)  {o\x  plusieurs)  tendent  vers  le  plan  O^v]  sur  la 
sphère  a,.  De  là  se  conclut  aisément  l'existence  d'un  système  au  moins  de 
valeurs  des  i„  toutes  ^  o,  et  d'un  système  au  moins  de  positions  des  '(/ 
(1=  I,  T,  ...,  (j.)  Iioj's  duplan  OHyj,  pour  lesquelles  0  atteint  son  minimum.  Et 
c'est  là  le  résultat  qu'il  fallait  obtenir. 

Remarques.  —  Il  y  a  des  cas  où  la  position  des  '(,(/=  i,  2,  ..  ,  a)  corres- 
pondant au  minimum  de  0  s'aperçoit  immédiatement.  S'il  est  possible,  en  effet, 
de  rendre  simultanément  tous  les  O/y  égaux  à  leur  minimum,  il  est  clair  que  les 
positions  correspondantes  des  '(/  sont  les  positions  cherchées.  Par  exemple, 
soit  a  =  /i  =  3,  et,  de  plus,  supposons  que  les  trois  demi-sphères  a-,,  o-o,  a.^ 
représentatives  de  /,,  f-iif-^  aient  un  point  commun  '(  hors  du  plan  O^y). 
Si  'C,  'C25  Cl!  représentatifs  de  o,,  cp^,  93  associées  à  fiifiif^  sont  confondus 
avec  C  il  est  clair  que  0,0,  0.^^  et  O3,  sont  égaux  à  leurs  minimums  respec- 
tifs 2  yOiO.,  2  VO0O3,  2  \]o^o^.  Il  en  est  de  même  dans  le  cas  plus  général  [x=  n 
(n  quelconque),  si  a-,,  ...,  a^  passent  par  un  même  point  t  hoi's  du  plan  O  <;"(]. 
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Ce  point  '(  sera  aussi  le  point  représentatif  de  la  correspondante  de  f. 
Ayant  '(,,  ...,  '(„,  et  par  suite  ©,,...,©„,  rien  n'est  plus  facile  que  de  déterminer 
ensuite  les  valeurs  des  ti  correspondant  au  minimum  puisqu'alors 

H  n 

et  le  minimum  de  0  correspond  alors  visiblement  aux  valeurs  des  /,  telles  que 

i'I  \^i=  tl\/d.,  =  .  .  .=  Il  \/o„. 

Pour  prendre  un  autre  exemple,  supposons  que  tous  les  'C^  (A  =  a.  -h  i,  ...,  /^) 
soient  dans  un  même  plan  normal  au  plan  O^y],  qui  soit  aussi  pian  diamétral 
de  toutes  les  demi-sphères  a-/(i  =  i,  2,  ...,  u.).  Il  est  clair  encore,  par  un  peu 
de  réflexion,  que  les  points '(,,  ...,  Cu.  correspondant  au  minimum  de  0  seront 
situés  dans  ce  plan  diamétral^  ainsi  d'ailleurs  que  le  point  *(  représentatif 
de  la  correspondante  :  cela  résulte  immédiatement  d«  la  relation  qui  lie  O/y  à  la 
distance  non  euclidienne  de  w/  à  C/?  ces  deux  quantités  variant  toujours  dans  le 
même  sens.  Nous  avons  insisté  là-dessus  dans  la  deuxième  Partie,  à  propos  de 
Tapplication  de  la  méthode  générale  aux  formes  binaires  ordinaires  à  coeffi- 
cients réels  pour  lesquelles  le  système  des  points  racines  admet  un  plan  de 
symétrie  normal  au  plan  Ocr],  qui  est  le  plan  O^t  lui-même.  Nous  nous  borne- 
rons maintenant  aux  indications  précédentes. 


CHAPITRE  VI. 

LES   FORMES  BINAIRES   A   INDÉTERMINÉES    CONJUGUÉES  DE  DEGRÉ   SUPÉRIEUR 
QUI  RESTENT  INVARIANTES  PAR  UN  GROUPE  DE  SUBSTITUTIONS  LINÉAIRKS. 


I.  L'étude  des  groupes  de  substitutions  linéaires  susceptibles  de  conserver 
une  forme  binaire  à  indéterminées  conjuguées  s'ouvre  par  le  Mémoire  de  1884 
où  M.  Picard  établit  l'existence  d'un  groupe  fuchsien  de  substitutions  modu- 
laires conservant  toute  forme  d'Hermite  indéfinie  à  coefficients  entiers. 

Au  cours  de  l'étude  des  formes  biquadratiques  à  coefficients  entiers  décom- 
posables  en  produit  de  formes  d'Hermite,  nous  avons  conclu  à  l'existence  d'un 
groupe  cyclique  infini  de  substitutions  byperboliques  modulaires,  conservant 
une  telle  forme  lorsque  les  deux  formes  de  décomposition  sont  indéfinies  et  ont 
leurs  demi-sphères  représentatives  sécantes.  Nous  avons  rattaché  ce  groupe  au 
groupe  commun  aux  groupes  conservatifs  de  deux  formes  d'Hermite  à  coeffi- 
cients entiers  o  el  ^  indéfinies  et  à  demi-sphères  représentatives  sécantes,  au 
moyen  desquelles  la  forme  proposée  s'exprimait  (à  un  facteur  rationnel  réel 
près)  par  la  formule 

y  =  ao-4-  2  69  4-  C'i>-  (<7,  b,  c  eiUiers  réels  ;  />- —  ctc  >  o). 

Mais  la  généralisation  suivante  vient  aussitôt  à  Fesprit.  o  et  ']f  étant  toujours 
deux  formes  d'Hermite  à  coefficients  entiers,  indéfinies,  et  à  demi-sphères 
représentatives  sécantes,  envisageons  la  forme 

quiest  un  polynôme  homogène  et  de  degré  n  en  z>  et  j*,  «„,  «,,  ...,  a^  étant  des 
nombres  réels  quelconques.  C'est  en  x,  y,  x',  y',  une  forme  à  indéterminées 
conjuguées  de  degré  2/^.  //  existe  un  groupe  cyclique  infini  de  substitutions 
modulaires  hyperboliques  conservant  à  la  fois  o  et  'j»,  et  par  suite  conser- 
vant f. 

Voici  donc  un  fait  nouveau  :  Il  existe  des  formes  à  indéterminées  con- 
juguées de  degré  aussi  élevé  qu'on  voudra  qui  admettent  un  groupe  infini 
de  transformations  linéaires  en  elles-mêmes. 

Et  ce  fait  semble  créer  une  distinction  profonde  entre  les  formes  binaires 
ordinaires  et  les  formes  binaires  à  indéterminées  conjuguées,  puisqu'il  est  bien 
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connu  qu'une  forme  binaire  ordinaire  de  degré  >»  2  ne  peut  admettre  (ju\in 
<:roupe  fini  de  transformations  linéaires  en  elle-même  (').  Nous  allons  cepen- 
dant établir  le  fait  suivant  :  Une  fontw  Itinairc  à  indêlerminces  conjuguées 
indécomposaide  (-)  ne  peut  admettre  qu'un  groupe  fini  de  transformations 
linéaires  en  elle-même. 

L'exception  signalée  plus  haut,  l'existence  de  formes  admettant  un  groupe 
conservatif  infini  est  unique.  Le  type 

est  en  effet  un  type  de  forme  décomposablc 

/=  «'o[?  — >r^]  [?  -  ''-ïV\  •  •  •  [9  -  >"'-p]^ 

À,,  ...,  A,j    étant  réels  ou  imaginaires  conjugués  deux  à  deux.  Toute  forme 
admettant  un  groupe  conservatif  infini  se  ramène  à  ce  type. 
Nous  considérerons  la  courbe  du  plan  O^-/]  dont  l'équation  est 

/(;,  I  )  =  o         [/(-f',  y)  étant  la  forme  donnée], 

ou  mieux  la  projection  sléréograpbique  de  cette  courbe  sur  la  sphère  unité  il, 
comme  on  a  l'habitude  de  le  faire.  C'est  une  courbe  algébrique  V,  du  degié  2//, 
si  'in  est  le  degré  de  la  forme  /  proposée.  Supposons  que  la  forme  admette  un 
groupe  G  de  transformations  linéaires  en  elle-même,  cela  veut  dire  qu'il  existe 
un  groupe  G  de  coUinéations  respectant  l'intérieur  de  la  sphère  1^  la  surface 
de  S  et  la  courbe  Y  elle-même. 

Une  substitution  S  du  groupe  peut  être  elliptique,  hyperbolique,  loxodro- 
mique,  ou  parabolique.  Je  dis  qu'elle  est  sûrement  elliptique  siyou  F  est  indé- 
composable. 

En  effet,  si  S  laisse  /inaltérée,  la  collinéation  T  qui  lui  correspond  laisse  1' 
inaltérée,  et  il  en  est  de  même  de  tous  les  T'^(/i  =  1,  2,  ...,  oc)  qui  forment  un 
groupe  infini,  si  S  est  hyperbolique,  parabolique,  ou  loxodromiquc. 

Si  S  est  hyperbolique,  T  est  une  rotation  non  euclidienne  autour  d'une  droite  A 
extérieure  à  2,  les  points  doubles  s,,  z^  sont  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  menés  par  \.  D'un  point  Mo  de  la  courbe  F  on  déduit,  par  la  transfor- 
mation T,  un  point  M,  qui  est  aussi  sur  la  courbe  F,  et  par  tous  les  P'  une 
infinité  de  points  M/,  tous  situés  sur  F.  Or  ces  M^(A  =  —  2c, ...,  —  1,0,  i,  ...,  ^c) 
sont  sur  un  cercle  de  S  passant  par  z^  et  ^2.  Ce  cercle  ne  peut  avoir  ainsi  une 
infinité  de  points  communs  avec  F  que  s'il  fait  partie  de  F,  et  ceci  n'est  pas 


(')   Voir  Kleix,  Math.  Annaten,  t.  IX. 

(')  Nous  dirons  que  la  formc/(.r,  y)  est  indécomposable  si  la  courbe/(5,  i)  =  o  du  plan  0;rj 
est  indécomposable.  C'est  là  une  dénomination  bien  naturelle. 


'25A 
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possible  si  r  est  indécomposable.  Si  l'on  suppose  que  A  devient  tangente,  z^z■.J 
devenant  la  tangente  perpendiculaire,  on  voit  que  le  même  raisonnement 
prouve  que  si  F  est  indécomposable,  S  ne  peut  être  parabolique. 


Fig.  9't- 


Si  S  est  loxodromiquc  z^  et  ^2  étant  ses  points  doubles,  T  est  une  suite  de 


Kig.  95. 


deux  rotations  non  euclidiennes  autour  de  A  et  A',  A'  étant  la  droite  z^z■.^  et  A  sa 
conjuguée  par  rapport  à  S, 
Si  Ton  écrit  S  sous  la  forme 


re' 


,Z 


(/•  réel  >o,  —-<  9  <  +  ::), 


la  rotation  autour  de  A'  est  d'angle  non  euclidien  0.  D'un  point  M^  de  la 
courbe  F,  en  lui  appliquant  toutes  les  transformations 

T^'  (  /.■  =  —  oc,  .  .  . ,   1,0,   I ,  .  .  . ,  4-  00), 

on  déduit  une  infinité  de  points  de  la  courbe  1',  M,,  Mo,  ...,  et  M__,,  M_2, 

Si  0  est  incommensurable  kir.,  celte  double  série  de  points  admet  les 
points  z^  et  z.^  pour  points  asymptotes,  c'est-à-dire  que  dans  toute  sphère  de 
centre  z^  ou  z.,,  si  petite  soit-elle,  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  M^,  tels  que  les 
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plans  z^z^Mk  forment  autour  de  z,z.,  un  ensemble  partout  dense,  et  ceci  est 
impossible  puisque  T  est  algébrique  ('). 

Si  0  est  commensurable  à  2-,  0  =  ^^  (^  et  m  entiers  premiers  entre  eux)  les 

points  M^.  se  répartissent  sur  m  cercles  fixes  de  S  passant  par  z^  et  j.,,  faisant 

entre  eux  l'angle  -^-  Sur  chacun  de  ces  angles  il  y  a  une  infinité  de  points  M;;, 

ayant  z^  et  :r.  pour  points  limites.  C'est  là  encore  une  conclusion  contradictoire 
puisque  F  est  algébrique  et  indécomposable. 

Donc  une  substitution  S  conservant /ne  peut  être  qu'elliptique.  Elle  a  deux 
points  doubles  z^,  z.^  sur  S  et  la  T  correspondante  est  une  rotation  non  eucli- 
dienne d'angle  6  autour  de  z^  j^,  si  S  s'écrit 


ii_..o^ 


Z  —  z: 


Si  l'on  considère  un  plan  passant  par  A  conjuguée  de  la  droite  j,  z.  relative- 
ment à  2,  il  est  conservé  par  toutes  les  T'^.  D'un  point  M^  où  ce  plan  coupe  la 
courbe  T  on  déduit  une  série  de  points  M;-,  de  la  courbe  V  en  appliquant  à  ce  M^ 
toutes  les  T'^.  Tous  ces  points  sont  sur  le  cercle  d'intersection  de  2  et  du  plan 
considéré. 

Si  ô  est  incommensurable  à  21:,  ces  points  sont  tous  distincts  et  sont  en 
infinité  dénombrable,  ce  qui  est  contradictoire  avec  le  fait  que  F  étant  algé- 
brique de  degré  in  et  indécomposable,  ne  peut  être  coupée  par  le  plan  précé- 
dent qu'en  m  points. 

Donc  0  est  commensurable  à  2-,  0  =  -^{p  et  m  premiers  entre  eux)  et 
sûrement  m'^in. 

On  peut,  comme  on  sait,  choisir  dans  ce  cas  parmi  les  S^  une  substitution  S' 

pour  laquelle  le  0  soit -^  et  telle  que  le  groupe  des  S'^  soit  identique  à  celui 
des  S^. 

On  est  donc  forcé  de  conclure  que,  si  /  de  degré  2.n  est  indécomposable,  le 
groupe  qui  la  conserve  ne  peut  être  formé  que  de  substitutions  elliptiques, 

d'argument  0  =  — ^  (/n'Sin).  C'est  donc  un  groupe  de  substitutions  elliptiques 

sans  substitution  infinitésimale .  On  conclut  de  suite,  d'après  une  recherche 
connue,  que  c  est  un  groupe  fini.  Par  une  substitution  linéaire  préalable,  la 


(')  Ceci  est  vrai,  que  Alg  soit  réel  ou  imaginaire.  Car  si  Mq  est  imaginaire,  mais  dans  un 
plan  ^1^2 Mo  réel  (qu'on  peut  choisir  a  priori  tel),  en  considérant  son  conjugue  M'q,  la  droite 
réelle  MqMq  rencontre  ^i-Sj  et,  en  appliquant  à  cette  droite  toutes  les  T^'',  les  droites  M/^M'^.  tendent 
vers  Zi  et  z^  respectivement  pour  A  =  ±  x  et  la  conclusion  précédente  relative  aux  plans  «i22^'a 
est  toujours  vraie. 
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forme/"  se  ramène  à  une  forme  pour  laquelle  le  groupe  conservatif  des  S  corres- 
pond au  groupe  des  rotations  T  qui  conservent  un  des  polyèdres  réguliers 
convexes  inscrits  dans  la  sphère  I^  (mentionnons  aussi  le  groupe  du  dièdre  qui 
n'entre  pas  dans  la  catégorie  précédente). 

Il  nous  reste  maintenant  à  voir  quelles  sont  toutes  les  formes  à  indéterminées 


Fig.  96. 


conjuguées  qui  admettent  un  groupe  infini  de  transformations  linéaires  en 
elles-mêmes. 

Un  tel  groupe  n'étant  pas  fini,  on  n'a  que  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

i''  Ou  bien  il  contient  une  substitution  hyperbolique,  parabolique,  ou  loxo- 
dromique; 

.  2"  Ou  bien  il  ne  contient  que  des  substitutions  elliptiques,  mais  alors  il 
contient  une  substitution  infinitésimale. 

Dans  le  premier  cas,  si  z^z.,  sont  les  points  doubles  de  la  substitution  hyper- 
bolique, le  raisonnement  fait  précédemment  prouvera  que  F  (degré  in)  se 
compose  de  n  cercles  passant  par  r-,  et  z.,^  ces  cercles  sont  réels  ou  deux  par 
deux  imaginaires  conjugués.  Choisissant  arbitrairement  deux  cercles  réels 
distincts  des  cercles  de  F  et  distincts  l'un  de  Fautre,  passant  par  z^  et  z.,^  repré- 
sentant deux  formes  d'Hermite  o  et  ]/  indéfinies,  tout  cercle  faisant  partie  de  F 
aura  pour  équation 

?(-,  0  +  "^-'4'(-.  0  =  0, 

\  étant  réel  si  ce  cercle  est  réel;  à  un  groupe  de  deux  cercles  imaginaires 
conjugués  correspondra  l'ensemble  des  deux  équations 


O  H-  A  'il 


M;  -. 


A  et }/  étant  deux  nombres  complexes  conjugués. 
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L'équation  de  V  s'écrira  ainsi 

n 
I 

les  A,  étant  réels  ou  deux  par  deux  imaginaires  conjugués;  ou  bien 

rto?"-H  ai9"-''i  -t-.  .  .  -1-  fr„'l"  =  o, 

les  a,  étant  réels. 

Ceci  signifie  que  la  forme  /  proposée  se  laisse  toujours  ramener  à  la  forme 


I." 


/  =  (Iq  o"  h-  Oi  9"-'  •]>  -f-  .  .  .  4-  rt„  'J> 

9  et  'h  étant  deux  formes  d'Herniite  irulèjînies  dont  les  dc/nl-splièics  repiè- 
sentatwcs  (de  l'espace  O'^çrf)  {*)  se  coupenl. 

Si  le  groupe  conservalif  de/  comprend  une  substitution  parabolique,  on 
arrive  à  cette  même  conclusion,  mais  il  faut  supposer  que  les  formes  indé- 
finies Q  et  ^|/  ont  leurs  demi-sphères  représentatives  (de  Tespnce  O^r^z)  tan- 
gentes. 

Si  le  groupe  contient  une  substitution  loxodromique 

Z  — 


/•  c'  ■ 


z 


on  a  vu  qu'il  fallait  que  0  fût  commensurable  à  'i~  pour  ne  |)as  aboutir  à  une 
conclusion  contradictoire  avec  le  fait  que  V  est  algébrique  (0  —  ^-L^,  /?  et  m  pre- 
miers entre  eux],  z^  et  ^2  étant  les  points  doubles  de  la  substitution,  on  a  vu 
que  si  M^  était  un  point  de  Y  le  cercle  z^  3^  Mo  fait  en  ce  cas  partie  de  F,  et  il  en 
est  de  même  des  m  cercles  qui  s'en  déduisent  par  des  rotations  non  eucli- 
diennes successives  d'ansrle   Ô  =  ^^  autour  de  z,z.,  (mSn  si  2//  est  le  de^ré 

deT). 

Ceci  prouve  que  ///  divise  n  et  que  la  courbe  F  se  décompose  en  ii  cercles 
passant  par  z^  z.>  \n=^  km\  formant  k  séries  dont  chacune  comprend  m  cercles 
se  déduisant  de  l'un  d'entre  eux  par  des  rotations  successives  non  euclidiennes 

d'ansrle -- autour  de  :r,  r... 

La  forme/ se  laisse  encore  ici  ramener  au  type 

/=  «o?''^-  ai  o" -*'-}>  -h.  .  .H-a„'i/". 
Les  cTo,  a, , . . . ,  rt,i  réels  ne  sont  plus  arbitraires  comme  dans  le  cas  où  /  admettait 


C)  Alors  toute  substitution  hyperbolique  de  points  doubles  5, -j  (intersections  de  cp  et  tj>)  et 
de  déterminant  i  conservera /. 

J.  33 
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une  substitution  hyperbolique  conservatrice;  ©  et  '\i  sont  toujours  deux  formes 
indéfinies  à  demi-sphères  représentatives  sécantes.  On  peut  d'ailleurs  en  ce  cas 
donner  une  forme  canonique  simple  de  /.  Par  une  transformation  linéaire 
préalable,  on  peut  supposer  que  z^  et  Sj  ont  les  valeurs  (o,  ce). 
Les  équations  des  m  cercles  de  chaque  série  de  F  sont  de  la  forme 

^  —  /.•  =  o,  ",  —  /.  0)-  =0,  .  .  . ,  -f ,  —  /.  o)-^i"'->)  =  o. 

en  posant  co  =  c  '"  .  Si  k  a  son  module  égal  à  i ,  ces  cercles  sont  tous  réels;  si  A  a 
son  module  ^  i,  ces  cercles  sont  tous  imaginaires. 
L'équation  de  chaque  série  est  donc 

(:,-/.)(i_/...). ..(:,-/.,„--.))  =  „, 

ou 

(.^■-)(â^-"')-(/.t-""="-)=°' 

I ,  co,  . . . ,  co'"-'  sont  les  racines  de  a>"'  —1  =  0. 

Si  m  est  impair  i,  co-,  co', ....  to-''"-'>  représentent  les  nombres  i,  co,  ...,  cd'"-' 
rangés  dans  un  certain  ordre. 

Si  m  est  pair,  les  nombres  i,  co-,  co",  . . .,  co-'"'-''  sont  deux  à  deux  égaux  et 

les—  d'entre  eux  qui  sont  distincts  sont  les  racines  de 

f.)  -  —  I  =  0. 
Donc  si  m  impair 


Â?-'  [17-"''  ■■■{17- '"'"■■"' 


est  identique  à 

et  si  m  est  pair,  il  est  identique  à 


in  12 


Donc  si  m  est  impair  l'équation  de  l'ensemble  des  j)i  cercles  d'une  série  de  F 
est 

z'"  —  lz'"'  =  o, 

A  étant  un  nombre  complexe  quelconque;  si  m  est  pair  c'est 

fin  m  ~\  2 
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ce  qui  s'explique  par  ce  fait  que  les  cercles  de  la  série  envisagée  sont  alors 
deux  à  deux-  confondus.  Si  l'on  ne  considère  chacun  qu'une  fois,  ainsi  qu'il 
est  naturel,  on  a  toujours  pour  une  série  l'équation 

-m Iz""  =  O 

et  Von  peut  supposer  ni  impair  (  '  ). 

L'équation  de  chacune  des  k  séries  sera  donc 

z."'  —  liz'">  =  o  {i=^\,2,  ...,/.) 

el  Véquation  de  la  courbe  V  sera  obtenue  en  égalant  à  zéro  un  poly/tome 
\-*(^z"%  z'"^)  homogène  en  s"'  et  5'"*  et  par  rapport  à  V ensemble  de  ces  deux 
variables  de  degré  K. 

Il  en  résulte  que  la  forme  canonique  de  /  sera,  dans  ces  conditions,  une 
forme  à  indéterminées  conjuguées  par  rapport  aux  variables  jc'",  y  et  aux 
variables  conjuguées  x"'\  y""-  donnant  naissance  en  la  divisant  par  y^'^y""" 
à  un  polynôme  homogène  en  j'"  et  z"'%  P(z"',  z"")  de  degré  k  (^)  par  rapport 
aux  variables  z'"  et  z'"'. 

Le  polynôme  homogène  en  z'"  et  z'"\  P(:^"',  z"")  qui  naît  de  la  forme /(x-,  y) 
dans  ce  cas  n'est  pas  quelconque.  En  effet,  posant  Z  —  3'",  Z'  =  3"",  soit  P(Z,  Z') 

Z 

ce  polynôme  et  \=  ^7  une  de  ses  racines;  si  A,  est  une  racine  de  module  i ,  la 

série  correspondante  de  m  cercles  est  réelle. 
D'ailleurs  son  équation  est 

z"'—liz'"'=^  o 

el  la  série  conjuguée  étant 

coïncide  avec  la  précédente,  puisque  alors  X^  =  —  • 

Mais  si  I X,  I  =?^  I  la  série  est  imaginaire. 
La  série  conjuguée  est  alors 

1 

-  »i -  '  m  i^ 

et  elle  fait  aussi  partie  de  F.  Donc  le  polynôme  en  question  n'admet  que  des 


(1)  Sinon,  y  se  ramènerait  au  carré  d'une  forme  de  même  nature  où  m  serait  impair. 

(2)  En  posant 

X'=  a;'"' Y'=j)'"', 
on  a 

/=  «oX^'Y'/'-i-  a,X/--'  YX'Y'/--i  +  ...-+-  «/,X'/' Y/-. 

Chaque  monôme  de  cette  somme  a  le  même  exposant  pour  X  et  Y',  pour  X'  et  Y,  et  la  somme  dfr 
ces  deux  exposants  vaut  A. 


260  FORiMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

racines  de  module  i  ou  des  couples  de  racines  tels  que  7^/  et  yj,  autrement  dit 
ses  racines  sont  sur  le  cercle  tri gonomé trique  ou  symétriques  par  rapport  à 
ce  cercle  ('  ).  Il  ne  serait  pas  difficile  de  transformer  ce  cercle  en  Taxe  réel  et  de 
ramener  ce  polynôme  à  un  polynôme  à  coefficients  réels;  mais  nous  n'insis- 
terons pas  davantage  sur  ces  calculs  de  détail. 

2°  Si  le  groupe  infini  conservatif  dey  ne  contient  que  des  substitutions  ellip- 
tiques, il  contient  sûrement  une  substitution  infinitésimale.  Soient  z^  et  ^o  ses 
points  doubles.  La  T  qui  lui  correspond  est  une  rotation  non  euclidienne  d'angle 
infiniment  petit  autour  àe  z^z.,.  D'un  point  M,,  de  F  se  déduisent  par  T  et  toutes 
ses  puissances  une  infinité  de  points  de  Y  tous  situés  dans  le  plan  déterminé 
par  Mo  et  par  A  droite  conjuguée  de  z^z.2  par  rapport  à  A.  Ceci  signifie  que  le 
cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  la  sphère  }ÎI  fait  partie  de  F.  F  (de  degré  in) 
se  compose  ainsi  de  n  cercles  réels  ou  imaginaires  conjugués  deux  à  deux  dont 
les  plans  passent  tous  par  A.  ©  et  '|  étant  deux  formes  d'Hermile  distinctes, 
définies  ou  indéfinies,  mais  dont  les  cercles  représentatifs  sur  S  sont  dans  des 
plans  réels  passant  par  A,  les  équations  des  cercles  dont  F  est  composée  sont  de 
la  forme 

œ(^,  i)-l->v4^(c,  i)  =  0         (/=  I,  2,  .  .  .,  «), 

X/ étant  réel  pour  un  cercle  réel,  et  à  deux  cercles  imaginaires  conjugués  corres- 
pondant deux  valeurs  conjuguées  de  7.,.  L'équation  de  F  est  donc  encore  de  la 
forme 

(')  Ceci  est  très  facile  à  vérifier;  la  forme  canonique  tle  f,  en  posant 

X  =  if'",  \—yiii^  \'—x'"\  \=y'm^ 

étant 

/  ==  «0  X/'  Y'^M-  «1  X'-'  VX'  Y'-k-i  + .  . . 4-  a/,X'/'-  Y'', 

on  voit  de  suite  que  ao  et  «/.  et  d'une  façon  générale  «,  et  «/-  /  sont  imaginaires  conjugués 
puisque /est  toujours  réelle.  Le  polynôme 

.(o  =  ..(|,..)hli 

obtenu  comme  on  sait  par  "C,  =  z">,  z'"'=  i,  est  alors 
Les  ^'  conjugués  des  racines  Z  de  ^(l)  sont  racines  de 

qui  n'est  autre  que  cr/,^''-4-. .  .+ a^  puisque  a,  et  a^-/  sont  imaginaires  conjugués.  Les  —,  sont 
racines  de 

qui  est  identique  à  9(0-  Donc  <f(t)  jouit  bien  de  la  propriété  énoncée. 
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Les  tti  étant  tous  réels,  ç  et  '\  étant  deux  formes  d'Hermite  dont  les  cercles 
représcnlatifs  sur  1  (ou  dans  le  plan  O^yj)  /i''ont  pas  de  point  commun 
réel, 
f  se  laisse  donc  encore  ramener  au  type 

et  elle  se  conserve  par  toute  substitution  elliptique  ayant  pour  points  doubles 
les  deux  points  limites  réels  du  faisceau  déterminé  par  les  deux  cercles  repré- 
sentatifs de  o  et  '];,  cercles  qui  n'ont  pas  de  point  commun  réel. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  seconde  assertion  du  début  de  ce  Chapitre  :  que 
les  seules  formes  à  indéterminées  conjuguées  admettant  un  groupe  infini  de 
transformations  linéaires  en  elles-mêmes  sont  du  type 

a^  9"  -+-  «1 9""'  '1  -h . . .  4-  an  '|" , 

(p  et  .]>  étant  deux  formes  d'Hermite  distinctes,  les  «,  étant  des  nombres  réels 
d'ailleurs  quelconques. 

II.  Nous  allons  maintenant  indiquer  comment  on  peut  former  les  types 
canoniques  de  formes  à  indéterminées  conjuguées  qui  admettent  en  elles-mêmes 
un  des  groupes  finis  connus  de  transformations  linéaires. 

Par  une  substitution  linéaire  préalable  on  peut  supposer  que  ce  groupe  est 
Fun  des  groupes  de  rotations  qui  ramènent  un  polyèdre  régulier  sur  lui-même 
(en  y  ajoutant  la  pyramide  régulière  ou  la  double  pyramide  qui  correspondent 
au  groupe  du  dièdre). 

La  forme /cherchée,  de  degré  2/^,  divisée  par  y'^y'"  et  égalée  à  zéro  définit  en 

posant    ^  =  — ,    z  = —j  une    courbe   du   plan    ^Oti(z  =  ^-h  i'/])  d'équation 

f{:^,  i)  =  o,  dont  la  projection  sur  la  sphère  unité  D  est  une  courbe  F  de 
degré  2/i  qui  correspond  d'une  manière  bien  déterminée  et  biunivoque  à  la 
forme  /.  Les  deux  problèmes  :  déterminer /ou  déterminer  F  sont  les  mêmes. 
Et  ici  il  s'agit  de  trouver  une  courbe  F  sphérique  qui  revienne  sur  elle-même 
par  toutes  les  rotations  qui  ramènent  sur  lui-même  un  polyèdre  régulier.  Le 
cùne  de  sommet  O,  de  directrice  F,  est  alors  une  des  surfaces  étudiées  par 
M.  (îoursat  dans  une  Note  de  son  Mémoire  :  Sur  les  surfaces  qui  admettent 
tous  les  plans  de  symétrie  d'un  polyèdre  régulier  (Annales  de  r Ecole  Nor- 
male, 1887),  car  ce  cône  revient  sur  lui-même  en  même  temps  que  F.  On  peut 
donc  définir  F  comme  Vintersection  de  1.  et  d'une  surface  revenant  sur  elle- 
même  par  toutes  les  rotations  du  groupe  d'un  polyèdre.  Et  ces  surfaces  sont 
bien  connues,  et  l'on  donne  le  type  de  leur  équation  dans  la  Note  du  Mémoire 
cité  plus  haut. 

Il  y  a  ici  des  circonstances  particulières,  F  est  une  courbe  algébrique  de 


262  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

de  degré  'in;  comme  elle  dérive  d'une  courbe  du  plan  çOy]  dont  l'équation 
en  ^,  7]  a  ses  coefficients  réels,  le  cône  de  sommet  O,  de  directrice  F,  est  un  cône 
algébrique  dont  l'équation  est  à  coefficients  réels,  et  il  faut  en  tenir  compte 
quand  on  écrira  le  type  d'équation  auquel  il  appartient.  Enfin,  il  faudra  tenir 
compte  aussi  que  non  seulement  l'équation  du  cône  ne  doit  pas  changer, 
mais  encore  la  forme  qui  a  donné  naissance  à  V  et  à  ce  cône,  ne  doit  pas 
changer  {^^. 

Prenons  par  exemple  le  groupe  du  tétraèdre,  désignons  par  X,  \  ,  Z,  les 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  d'un  point  d'un  cône  qui  se  conserve 
par  toute  rotation  de  ce  groupe  et  soit  ^(X,  Y,  Z)  =  o  l'équation  du  cône.  On 
voit  immédiatement  que  le  polynôme  ^(X,  Y,  Z)  doit  être  tel  que  par  toute 
rotation  du  groupe,  se  traduisant  par  une  substitution  linéaire  orthogonale  sur 
X,  \,  Z,  il  se  reproduit  à  un  facteur  près,  ç  ayant  tous  ses  coefficients  réels,  et 
la  substitution  précédente  étant  à  coefficients  réels,  il  est  clair  que  le  facteur 
sera  réel,  et  il  suit  d'une  discussion  faite  par  M.  Goursat,  que  ce  ne  peut  être 
que  -h  I.  ^  est  donc  un  polynôme  qui  ne  change  pas  par  toute  rotation  du 
groupe  envisagé,  et  l'on  conclut,  comme  le  fait  M.  Goursat,  que  c'est  un 
polynôme  par  rapport  aux  quatre  fonctions  particulières 


9(X,  Y,  Z) 
■  =:F[X^-}-Y2+Z%  Xn"^+ Y^Z^+Z^X-^  XYZ,  (X^'- Y^)  (  V^— Z-)  (Z^- X'^)]  =  o. 

Il  faut  passer  de  là  à  la  forme  /  en  passant  par  l'intermédiaire  de  F  et  de  sa 
projection  stéréographiquesur  le  plan  ^O-/].  A  un  point  H,  y]  de  cette  projection- 
là  correspond  un  point  X,  Y,  Z  de  la  sphère  donné  par 

V  2^  -_  2  Y)  r,  r- —  I  ,     ,         .  . 

(et  l'on  voit  que  X^  -+-  Y-  4-  Z-  =  i). 

Avec  z^=\-\-ir\tl  z'  =^\  —  /y],  ceci  s'écrit 

X    =     ; ,  \     =^  l  ■ ,  Z    =    ■ 


L'équation  de  la  projection  stéréographique  en  question  s'obtient  donc  en 
remplaçant  dans  l'équation  du  cône  F 

1<[(X'-+  Y^H-ZS  X3X^+ Y^Z^'+Z^XS  XYZ,  (X^—  V^)  (Y^-  Z'-")  (Z^  — X^)]  =  o, 


(')  Ces  remarques  suppriment  dans  le  cas  qui  nous  occupe  les  multiplicateurs  M  introduits  pai 
M.  Goursat  dans  l'équation  des  surfaces  qu'il  recherche,  pages  338  et  SSy  du  Mémoire  cité. 
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X,  Y,  Z  par  les  expressions  précédentes,  X--i-  Y--i-  Z-  par  i,  et  chassant  les 
dénominateurs. 
Or,  on  a 

"^  ^  '  {i-hzz'y  {i-^zz'Y 

XYZ  =  -^(^--^-)(^^--0, 

(i  +  zz'y^ 

/\i Y'^W  Y^ Z^)  (Z- \^)  =  ^^*''"^*'    /[(•^"*"-^    y      (J5*  —  .4^^+1)1 

Posons 

R  ^  -Hz-^-^  z'n[{z'+  z'^r-  -  {z'-  z'-^  -  fizz'  -^  1)1 
S  =  {i  +  zz'Y, 
en  sorte  que 

X2Y*+ Y2Z«+Z2X«=  !^, 

xvz=§, 

(X^-Y^')(Y^'-Z^)(Z^-X^)  =  |. 
Il  est  clair  alors  qu'en  chassant  les  dénominateurs  dans 

qui  est  l'équation  de  la  projection  stéréographique  de  l\  on  va  obtenir  un 
polynôme  homogène  en  P,  Q,  R,  S,  au  premier  membre. 

Donc,  la  forme  /(x^  y)  cherchée,  invariante  par  le  groupe  du  tétraèdre, 
donne  naissance  à  la  courbe  /(z,  i)  =  o  et  l'on  est  sûr  que  nécessai- 
rement /(z,  i)  est  un  polynôme  homogène  par  rapport  aux  quatre  fonctions 
fondamentales  P,  Q,  U,  S. 

Passant  alors  des  polynômes 

!>(..,  I),     Q{z,i),     l\{z,i),     S(c.  I) 
précédemment  écrits  aux  formes 

P(.r,y),     Q{x,y),     R(^, /),     S(.r,j) 
qui  leur  donnent  naissance  et  qui  sont 

Q(x,  /)  =  -  i{a:''y'-  —  .v'-'y^)  {xa;' -  yy)  {œa'-^-yyf. 

\\{x,  y)  =  2{x'-y'  -^  x''y^)[{x^y'  -^  y^x'-'Y-  {x-'x"--  \xx'  yy  -\-  y^y'-)y^  y'\, 


264  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

on  voit  que  toute  forme  f(x^  y)  invariable  par  le  groupe  du  tétraèdre  est  un 
polynôme  liomogène  par  rapport  aux  quatre  formes  fondamentales  P,  Q, 
R,  S  précédentes  (').  P,  Q,  R,  S  sont  toutes  du  12®  degré,  y  est  donc  au  moins 
du  degré  12. 

Les  substitutions  fondamentales  du  groupe  du  tétraèdre  sont,  avec  les  axes 
choisis  comme  dans  la  Note  de  M.  Goursat, 

[X,  Y.Z;  -X,  -V,  Z] 

et 

[\,V.Z;        Y,        Z,  X]. 

Sur  z  les  substitutions  correspondantes  sont 

-1  =  —  -       et       ='  =  ^'rTr,- 

lin  passant  à  (x",  y)  dont  le  rapport  est  z,  et  donnant  à  la  substitution  le 
déterminant  +  i,  on  voit  que  ces  deux  substitutions  fondamentales  correspon- 
dent aux  deux  substitutions  linéaires  suivantes  sur  x,  y  : 

\  yi  ==  —  '.'■' 

.r,  =  ^ (•«•+, r) 

(lie  déleriniiiaiil  i) 
v,=        {.r  —  y) 

et  l'on  vérifie  immédiatement  que  chacune  de  ces  substitutions,  et  par  suite 
toute  substitution  du  groupe  qu'elles  engendrent,  laisse  invariante  chacune 
des  formes  P,  Q,  R,  S,  comme  cela  devait  bien  se  produire. 

On  procédera  tout  pareillement  pour  les  autres  groupes  finis  et  l'on  aura 
toujours  ce  résultat  bien  simple  qu'il  existe  quatre  formes  fondamentales  P,  Q), 
R,  S  d'un  même  degré  pour  chaque  groupe,  telles  que  toute  forme  invariante 
par  le  groupe  considéré  s'exprime  par  un  polynôme  liomogène  en  P,  Q,  R,  S. 

Pour  le  groupe  de  l'octaèdre,  par  exemple,  on  s'adressera  aux  fonctions 

X2+YM-Z%     X^Y^  +  Y^Z^-hZ^Xî,     xn^ZS     XYZ(Y'- Z^  (Z=  -  X^)  (X^  -  V) 
(^iioir  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Goursat);  on  aura 


Xn^+Y^Z^4-Z^X' 


S(c.  .)  (i-+-^^-')'' 


(')  Ces  formes  canoniques  de  P,  Q,  R,  S  sont  à  coefficients  entiers.  Si  le  polynôme  en  P,  Q,  R, 
S  qui  exprimey  a  ses  coefficients  entiers, y  sera  à  coefficients  entiers.  On  construit  ainsi  une  infinité 
de  formes /à  coefficients  entiers  invariantes  par  le  groupe  du  tétraèdre. 
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î5(-,  1)  (I  H-  zz'y 

\  VZ  (  Y2  —  Z^  )  (  yj  -    \2  )  (  \2  _  Y2  ) 

_  R(J,  I)  _  -2/(;>-,-"')(;c^-i)|(:;^-+--z'^)'-(c-3'^-4;3'-^i)| . 
S(^,  i)  {i  +  zz'y 

d'où 

P(c,  I)  =       (,  +  zz'ri^zz'iz-^z'^-zz'-^i]  -{z-'-+-  z'^ri 

Q{z,  ,)  =  _(,  +  zz'Yiz'^-z'^Yizz'  -i)\ 

\\{z,l)=^~2i{z■'-z''){zz'-^)[{z^^z'^y-{z^z'■'~.\zz'+^)l 
S(-,i)  =  (14- ."')'■'. 

De  là  on  passe  aux  quatre  formes  fondamentales,  en  changeant,  ce  qui  n'a 
d'autre  effet  que  de  simplifier  les  notations,  les  signes  de  Q  et  R  : 

/   P(.r,  r)  =       {j:a,-'  -^  yynU-^f'yf  {ji--^x-'-'  -  uy.v'y'  -i-  f^y^)  -  {.v'y"  + y'j:")'], 
\  Qi-^-  /)  =  +  (jr^'4- r7')''(^'^  v'^—  .v'-y'-y{x.v'  —  yy')', 
R(.^-,  y)  =  2  i{x*y''*  —  x''*y'*)  {œx'  —  jy') 

y<{{x-^y''+  ar-y-y--  {x'-œ'-^-\xx'yy'  +  y^y^)y^y'-\, 
\    ^{x,  y)^{xjc'-\-yy)\ 

Ces  quatre  formes  sont  du  degré  i8. 

Les  deux  exemples  précédents,  groupes  du  tétraèdre  et  de  l'octaèdre,  mon- 
trent suffisamment  comment  on  obtiendra  pour  chaque  groupe  les  quatre  formes 
fondamentales.  Le  reste  n'est  plus  qu'affaire  de  calcul.  Voici  d'ailleurs  l'indi- 
cation de  ces  calculs  : 

Pour  le  groupe  de  la  pyramide  régulière  {m  faces)  (groupe  cyclique 
d'ordre  m),  réquation  du  cône  F  s'obtient  en  égalant  à  zéro  un  polynôme  par 
rapport  à 

ss',     .V'",      ,v''",      Z 

en  se  souvenant  que  ^  =  X  -h  ^  Y  et  ^r'  =  X  —  /  \  . 
Un  tel  polynôme  est  aussi  un  polynôme  en 

ss'  -\-'/J,     s"'  +  s'"' ,     s'"  —  .v' "' ,     z 
et  réciproquement. 

Il  faudra  donc  ici  s'adresser  aux  quatre  fonctions 


pour  obtenir  P,  (),  K,  S. 
On  s'aidera  de 

2Z 


,111  q'  m 


=   \  +  i\  = 
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On  a  ainsi 

P(s,  i)  =  2'"(s"'+  z'"').  P(.r,  y)  =.x"'y""-+-  ,r'"'r"'. 

Q(z.,  i)  =  •2"'(z"'  —  z'"'),  Q(.r,  r)  =  /^"'r'"'—  /a^''"y'", 

R(5.  i)  =  (c3'— i)(n-c3')"'-'.  R(.r,  )-)  =  (^j"'  — 7j')(a:.r'  +  y/)"'-', 

S(:;,  i)  =  ([4-3-')"',  S(^,  r)  =  (^'-^'  +  j/)"S 

car  on  peut  modifier  P(:^,  r),  ...,  S(j,  i)  par  multiplication  de  coefficients 
constants  convenables.  Pour  la  double  pyramide  régulière  (groupe  cyclique 
d'ordre  m  composé  avec  une  transposition  d'axe  convenable  normal  à  celui 
du  groupe  cyclique),  on  s'adressera  à 


et  Ton  sera  conduit  à 


f     ]>   —^      -r-"«  y'/"  _i_     /r' '"  y'" 

()  =  ia:'"}'''"—  l'y '"y"', 

n  =  (  a:a:'  -  y  y' y-  (  xx'  +  yy'  )'—\ 

S  =  {xx'  +  yy')"'. 

Pour  l'icosaèdre  enfin,  il  faudra  s'adresser  aux  quatre  fonctions  : 

(i)  X^+Y^4-//^  =  ,w'+Z%- 

(  2  )  "      Z''  —  5  .V.S-'  Z^  +  0  ( ss'  y-  /}  —  ( ,v^'  +  ,9''' )  z  ; 

(3)  •      (Z'o— 3555'Z»-t- •26o5^v'^Z"+ 25.9*.v'*Z'=  — i-Ss^'^'^'Z*) 

+  (.v^  +  s'' )  (  1 23 Z-5  —  905.Ç' Z3  +  X 5.Ç2.S-'- Z )  +  (r  +  .v'-^ )'  ; 

(4)  (•«=  —  .$'^)  (—  .V'.Z;"'4-  5..?.  i2.v.v'Z«  —  384o.«2.f'-Z«+  I20O.Ç^v'^'Z*—  ioo^\9'^Z-^) 

+  (:9'0—  5"»)  (—   352Z'  —  l605.s'Z^  —  I0Z.V-,V'-')    +  (.s-  —  .s'-)  (.95+  ,s'5)2^ 

qui,  en  y  substituant  à  s^  s',  Z,  les  quantités  connues 


I  -i-  zz- 


donneront   naissance  à  quatre   fonctions  P(;:r,  i),  Q(z.,  i),  l\(z,  i),  S(:^,  i) 
données  par 

avec,  en  particulier,  S  =  (i  +  zz')^'\ 
Nous  n'indiquerons  pas  ce  calcul  qui  serait  long  mais  sans  difficulté  et  nous 
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remarquerons  simplement  que  les  formes  fondamentales  l^C-^",  j),  Q(^,  j), 
R(./;,/),  S(x,y)  auxquelles  il  conduira  seront  du  3o«  degré. 


NOTE  SUR  LA  CLASSIFir.VTlOX  DES  SUBSTITUTIONS 
DU  GROUPE  DE  PICAUI). 

On  a  vu,  dans  une  étude  précédente,  que  si  la  forme  de  Dirichlet 
aux  coefficients  a,  b,  c  entiers  complexes  est  telle  que  Nonne  (Ir  —  ac)  soit 

•  •  •  K./ b^  '    '  ClC        * 

un  carré  par  fait  ^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  ^^ ail  même  ar plu- 
ment qu'un  certain  nombre  rationnel^  il  existe  une  substitution  hyperbolique 
du  groupe  de  Picard,  S  (et  par  suite  tout  un  groupe  cyclique  infini  formé  des  puis- 
sances entières  de  S),  conservant  la  forme/.  Nous  avons  alors  remarqué  que  la 
substitution  S  génératrice  du  groupe  des  substitutions  modulaires  complexes 
qui  conservent /*  ne  pouvait  être  une  substitution  loxodromique  quelconque, 
puisqu'une  certaine  puissance  entière  S'"  de  S  se  trouvait  être  hyperbolique. 

Établissons  maintenant  la  réciproque  de  la  proposition  précédente.  A  quelles 
conditions  une  forme  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers  pourra-t-elle  être 
consenée  par  une  substitution  modulaire  hyperbolique?  Autrement  dit, 
cherchons  toutes  les  formes  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers  possédant  un 
groupe  conservatif  engendré  par  une  substitution  modulaire  S,  dont  une 
certaine  puissance  entière  soit  hyperbolique. 

Soient  -,  et  z.y  les  racines  d'une  telle  forme  /.  Une  substitution  modulaire 
hyperbolique 

(  a?  =  3tX  H-  3Y  „        ^       .  ,  >       o 

\  (<^>  3?  Vi  0  entiers  complexes^  y.o  —  py  =  i) 

(j  =  yX+oY 

ou 


y  Z  +  ô 
conservant  la  forme/ aura  pour  points  doubles  z^  et  z.,  et  pourra  s'écrire 

^^^^ —  =  \  ^ —  (À  ('tant  un  nombre  réel). 


Cette  dernière  expression  donne 

_{z,  —  lz,)'A-{y-'K)z,z, 
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(i)  et  (2) devant  représenter  des  substitutions  identiques,  on  aura  nécessaire- 
ment 


(3) 


^ 


7 


La  forme  de  Dirichlet  proposée  aura  donc  la  propriété  d'être  conservée  par 
une  substitution  modulaire  hyperbolique  si  (et  seulement  si)  ses  racines  z, 
et  Jo  sont  telles  qu'on  puisse  trouver  quatre  entiers  complexes  a,  ^,  y,  c,  et  un 
nombre  réel  A  satisfaisant  aux  relations  (3). 

Une  conséquence  immédiate  de  (3)  est  que  chacun  des  rapports  (3)  est  égal 
au  rapport 

obtenu  à  l'aide  du  deuxième  et  du  troisième  rapport  (3),  égal  aussi  à 

(À4-l)(3,  — ^,) 


obtenu  à  l'aide  du  premier  et  du  quatrième  rapport  (3). 
On  a  donc 

(À-i)(2,,^,-i)_(?.4-i)(c,-c,) 


d'où  l'on  tire 


(X  -\-  0 


a  -f-  ô  ,  .  / —  I 


j,  et  z.,  étant  les  racines  d'une  forme  de  Dirichlet  aux  coefficients  entiers 

a  z- -\- 2bz -{- c  =  o; 

le  produit  z,z.,  est  un  nombre  complexe  rationnel,  ainsi  que  (^,^0  —  i).  Le 

nombre  -r étant  un  nombre  complexe  rationnel,  il  s'ensuit  que  (z^  —  z.2)  est 

le  produit  d*un  nombre  complexe  rationnel    -^ — ;-  (z,  z.,  —  i)    par  un  nombre 
réel 


C'est  dire  que  (z^  —  z.^)  a  même  argument  qu\in  nombre  rationnel. 
Or  "  

\l  t)- —  ac 


Donc  la  forme  de  Dirichlet  proposée  satisfait  à  la  condition  précédemment 

-  a  même  argument  qu'un  nombre  rationnel,qui  équi- 


énoncée,  a  savoir:  - — 


vaut,  on  le  sait,  à  celle-ci  :  Norme  (^'-  —  ac)  est  carré  parfait.  11  existe  donc  une 
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inlinitô  de  formes  d'IIermite  indéfinies  à  coefficients  entiers  contenant  la  forme 
de  Dirichlet  proposée. 

Voici  donc  un  résultat  essentiel.  La  réduction  continuelle  nous  a  montré  que 
toute  forme  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers  contenue  dans  une  forme  d'iier- 
mite  indéfinie  à  coefficients  entiers  était  conservée  par  une  substitution  liypci- 
holiquc  convenable  du  groupe  de  Picard.  ÎVous  venons  maintenant  de  voir  que 
les  seules  formes  de  Dirichlet  à  coefficients  entiers  qui  puissent  être  conservées 
par  une  substitution  hyperbolique  convenable  du  groupe  de  Picard  sont  préci- 
sément les  précédentes,  c'est-à-dire  celles  qui  peuvent  être  contenues  dans  une 
forme  d'iiermite  indéfinie  à  coefficients  entiers  (et,  comme  on  Ta  vu,  dans  une 
infinité  dénombrable  de  telles  formes). 

Ce  résultat  va  nous  servir  à  approfondir  l'étude  des  substitutions  du  groupe 
de  Picard,  en  particulier  des  substitutions  loxodromiques. 

Une  substitution  modulaire  complexe  8(3=  -tt — -,  j?  où  a,  //,  c,  ^sont  des 

entiers  complexes  tels  que  ad—  hc  =  i,  peut  être,  on  Ta  vu  : 

i**  l'elliptique.  Alors  elle  s'écrit  ^ ^  =  K  .^^ — '-\  K  étant  un  nombre  com- 

plexe  de  module  i,  K  =  e'^,  ô  nombre  réel.  0  est  d'ailleurs  congru  à  r,  (') 

,27:         ^  ^v:  /■        1        X 
ou  a-^  ou  a  -^  (mod  2-). 

2*»  Hyperbolique.  Alors  elle  s'écrit  ^~  y  =  Ky~7.  K  étant  un  nombre 

■^^  Loxodromique.  Alors  elle  s'écrit  ^^-^^'  =  Ky  ~^'>  R*étant  un  nombre 
roDiplcxe  de  module  différent  de  i,  K  =  re^^\r^  i,  O^^oet  7^"]. 

4"  Parabolique,  si  ses  deux  points  doubles  -,,  z.^  sont  confondus  en  un  point 
du  plan  des  j  d'affixe  rationnel. 

On  voit  que  les  substitutions  elliptiques,  hyperboliques  et  paraboliques  sont 
bien  connues  et  qu'il  reste  à  éclaircir  la  question  suivante  : 

Pour  une  substitution  loxodromique,  K  est  une  imaginaire  d'argument  0. 
Nous  savons^  par  la  recherche  qui  précède^  dans  quel  cas  V argument  0  est 
ronime.nsurable  à  27:, 

Il  faut  pour  cela  et  il  suffit  que  la  forme  de  Dirichlet /ayant  pour  racines  les 
points  doubles  de  la  substitution  S 

[/(^-  y)  —  f^'-'-'  -+-{'f  —  o) .^•/  —  ùy^-  I 

soit  contenue  dans  une  forme  d'Hermite  indéfinie  à  coefficients  entiers. 
Dans  tout  autre  cas,  0  est  incommensurable  à  27:. 


C)  Ce  cas  i)=^-  peut  d'ailleurs  lenlrer  dans  le  cas  suivant  (i"),  car  alors  K  est  réel  et  =  —  i; 
on  a  une  symétrie  non  euclidienne,  dont  le  carré  est  la  substitution  unité. 
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xVIais  il  reste  encore  à  déterminer  quelles  sont  les  l'cdeurs  commensurables 
à  iiz  que  peut  prendre  V argument  ^  pour  une  substitution  modulaire  com- 
plexe. 

C'est  à  cette  recherche  que  nous  passons  maintenant  : 

Considérons  donc  une  substitution  modulaire  complexe 

(S)  z  ■=: —- (a,  è,  c,  c?  entiers  complexes:  «f/ — bc^=^]) 

dont  les  points  doubles  ^,,  z.^  sont  fournis  par  l'équation 

c -;-+(<:/ —  a)z  —  b  =^o. 

Ils  sont  distincts  si  l'on  suppose 

{(l—ay-+^bc  =  {a-{-dY—f^^o; 
et  alors  la  substitution  (S)  s'écrit 


..  /^  -  -, 


'L-z, 
et  c'est  un  résultat  fort  connu  que  K  est  racine  de  l'équation 

{¥J-\-\){ad—  bc)  —  K ( rt-  4-  (^-  -f-  2 ^c )  =  o, 

laquelle,  à  cause  de  ad  —  bc  =  i,  se  réduit  ici  à 


(E)  K2— K[(r/ +  f/)2_2l +  i  =  o. 


Dans  les  hypothèses  de  la  recherche  actuelle,  la  forme  de  Dirichlet  aux  coef- 
ficients entiers 

cx'^-ir{d  —  (i)^>'y  —  l>y' 

doit  pouvoir  être  contenue  dans  une  forme  d'Hermite  aux  coefficients  entiers, 
c'est-à-dire  que  l'on  doit  supposer  que 

iVorme  [(<-/ —  «)-  +  4  Z>c]  =  Norme  [(«  +  dy- —  4] 

est  carré  parfait. 

Ces  conditions  étant  supposées  réalisées,  il  s'agit  de  voir  quelles  valeurs 
peut  prendre  V argument  du  nombre  complexe  K  défini  par  V équa- 
tion (E). 

Le  problème  se  ramène  à  l'étude  des  valeurs  que  peut  prendre  le  nombre 
entier  complexe  (a  4-  d)  pour  que  Norme  [{a  +  d)-  —  4]  soit  un  carré  parfait, 
puisque  (E)  et  K  ne  dépendent  que  de  ce  nombre  (a  -t-  d). 

C'est  une  recherche  qui  a  été  commencée  dans  un  Chapitre  précédent.  On  a 
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VU  que  tous  les  nombres  entiers  complexes  dont  la  norme  était  carré  parfait 
étaient  de  la  forme  A^^  ou  Ail'\  A  étant  un  entier  réel  et  /  un  entier  complexe, 
d'ailleurs  quelconques.  11  faudra  donc,  et  il  suffit,  qu'on  puisse  trouver  deux  tels 
nombres  A  et  /  satisfaisant  soit  à  la  relation 

soit  à 

{a  +  ciy-—  4  =  Mt-. 

Pour  plus  de  simplicité,  posons  a -h  (/ =  ir^  a  est  alors  un  entier  complexe 
quelconque  a  JD/70W.  Les  nombres  entiers  11  auxquels  nous  devrons  nous  limiter 
sont  ceux  pour  lesquels  existent  A  et  /  entiers  (le  premier  réel,  le  deuxième 
complexe)  et  tels  que 

II-  —  \.t-=z  ^         ou  bien         li-  —  A  il-  r=:  f^ . 
u  étant  un  tel  entier,  la  valeur  de  K  correspondante  sera  donnée  par 

et  l'on  peut  toujours  prendre 

K—  "^— ^  +v///^(/<-— 4) 

2 

Tout  revient  donc  à  l'étude  des  deux  équations  diophantiques 

(1).  a'- k  r-  —  [^, 

(2)  //-  —  A  it^-^z  4, 

avec  les  inconnues  entières  complexes  u,  t  et  Tinconnue  entière  réelle  A. 

En  remplaçant  au  besoin  /  par  il'  (^' étant  encore  un  entier),  on  peut  toujours 
supposer  l'inconnue  A  positive. 

Pour  étudier  chacune  de  ces  deux  équations,  on  peut  imaginer  quon  se 
donne  V entier  positif  K.  On  a  alors  à  étudier  une  équation  de  Pell  dans  le 
domaine  complexe.  C'est  là  une  chose  aisée  depuis  le  Mémoire  de  Dirichlet  Sur 
Les  formes  quadratiques  à  coefficients  et  à  indéterminées  complexes 
{Œuvres^  t.  I,  p.  535).  Il  suffit  ensuite  de  donner  à  A  toutes  les  valeurs 
entières  positives  et  d'examiner  ce  que  deviennent  les  solutions. 


i"  Étude  de  l'éouation  (i)  :  «^  —  A  t'-  =  4- 

On  peut  supposer  a  priori  :  i**  que  A  n\i  pas  de  diviseur  carré,  car  un  tel 
diviseur  pourrait  être  supposé  incorporé  dans  /^;  oP  que  A  ne  contient  pas  le 
facteur  2,  car,  à  cause  de  2  «  =  (1  -+-  /)-,  on  pourrait  se  débarrasser  de  ce  fac- 
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leur  2  en  retombant  sur  une  équation  du  type  (i)  ou  du  type  (2).  Supposons 
donc  A  donné  tel. 

Nous  écrirons  l'équation 

et  aussi 

//  -4- 1 V  A  u  —  /  v^'A 


en  désignant  par  y/A  la  racine  carrée  positive  de  A. 

Reînarques.  —  i"  L'équation  (i)  a  toujours  une  infinité  de  solutions  ('). 
Il  suffît  pour  s'en  assurer  de  montrer  qu'elle  a,  par  exemple,  une  infinité  de 
solutions  paires.  Effectivement,  une  telle  solution 

Uf  et  /,  étant  entiers,  sera  fournie  par 

II]  —  .\l]  =:  \  . 

Et  l'on  sait  que  cette  dernière  équation  a  toujours  une  infinité  de  solutions 
(Mémoire  de  Dirichlet  cité  plus  haut)  lorsque  A  n'est  pas  un  carré  parfait,  ce 
qui  est  le  cas  ici  (bien  entendu,  on  suppose  A  ^  i). 

2''  Soient  (u,  /),  (w',  /')  deux  solutions  distinctes  de  (i),  c'est-à-dire  que 
l'on  n'a  pas  à  la  fois 

Considérons  les  deux  expressions 

«-l-^V'A             u' ■^- 1' J \ 
1 —      et 

Il  est  clair  d'abord  que  (  - — — ^  )  (  '-^-i— ^  \  peut  s'écrire 

, 

2 

u"  et  l"  étant  deux  entiers  complexes. 
En  effet, 

u-{-  t\j'>^   u'  +  t'  ^fK  _i  un'  -h  A  It'  )  4-  (  (W  -\-  tu'  )  \/A 


(')  Le  cas  A  =  i  se  traite  immédiatement,  les  seules  solutions  étant  alors 

(rh  2,  o)         et         (o,  dr  -xi). 
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et  il  suffit  de  montrer  que  ""^  ^         est  un  entier  u"  et  "^  "^  ^'^  est  un  entier  t". 

Remarquons  pour  cela  que  l'entier  u  est,  relativement  au  module  2,  congru 
à  l'un  des  quatre  nombres 

o,      I,     /,     1+  i. 
Posons 

u  =z  "im  -+-  £, 
t^=  2  n  -^  ■(], 

£  et  Y]  ayant  une  des  quatre  valeurs  précédentes. 
Si  (u,  t)  est  une  solution, 

w*— Ar-~o         (mod4). 
Donc 

s-  —  A  T;'  ES  O         (mod  4  ), 

£  et  y]  ne  peuvent  donc  être  choisis  arbitrairement  parmi  les  quatre  valeurs 
précédentes,  il  y  a  nécessairement  une  correspondance  entre  eux  donnée  par  la 
congruence  précédente.  Cette  correspondance  est  résumée  dans  les  deux 
Tableaux  suivants  : 

£ rt 

o.  . .  .         o 
^1  A  ;=3      I    (mod4)  <_'       I....  I  {s=ri) 

i i 

A  étant  supposé  impair,       1  \    i  +  i .  .  .      i -h  i 

comme  on  l'a  vu  plus  haut,  \  f       £ r, 

o.  .  .  .         o 
si  A  =  —  I    (mod  4)  {        I  .  .  .  .  i 

i I 

I  4-  f . .  .      1  4-  / 

•  Pour  une  solution  (u,  t),  e  ol  r\  ont  nécessairement  deux  valeurs  situées 
sur  la  même  lif^ne. 

La  discussion  qui  fournit  les  deux  Tableaux  précédents  est  immédiate.  On 
voit  alors  que,  uu'  4-  A  //'  et  ut'  +  tu!  étant  respectivement  congrus  à  ££'  -t-  kr\r\ 

et  vf\  -I-  y]£'  (mod  2),  il  suffît  de  montrer  que  ^^-— — —  et  ^^^— ^ — —  sont  entiers. 

Or  si  Afi^i  (mod 4),  ££'=  yj/]',  £-/]'=  y]£'  et  le  résultat  précédent  est  immé- 
diat; si  Aeeh— i(mod4),  ou  bien  ££'=r,Y]',ou  bien  ££'=i  +  / avec  •/]yj'=ï(n- ï), 
ou  bien  ££'  =  i{\  +  i)  avec  yjy]'  =  i  4-  i. 

Dans  le  premier  cas,  ££'  + Ayjy]'  est  évidemment  divisible  par  2;  dans  le 
deuxième  et  dans  le  troisième,  on  a 

££'+ Ay]-^'~(H-i)  [i-f /A]         ou  bien         ££+ A-/]ri'r=  (i +  <)(/+ A). 

Dans  ces  deux  cas,  n-«A  et  if+A  sont  divisibles  par  n-/et  par  suite  ££'+Ay;y] 
J.  35 
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l'est  par  (i  +  /)-  --  2/;  donc '- — —  est  certainement  entier.  Même  raison- 

nement  pour Un  a  donc  bien 

//  4-  t  \/7\  a'  -+-  l'  V'"Â  _  /<"+  t"  y/A 
— , 

w"  et  t"  étant  deux  entiers  complexes.  Il  est  clair  d'ailleurs  que 

n  —  t  \/ A  //'—  /'  v'X  _  II"  -  l"  y' A 
a  2  2 

b]t  en  multipliant  membre  à  membre,  à  cause  de  ir  —-  A/*  =  4  ^t  11"-  —  A/'^  =  /|, 
on  a  aussi 

c'est  dire  que  (u",  t")  est  solution  de  (i).  De  même  on  aurait 

Il  +  /  yX  //  —  /'  v/A       u"'  -+- 1'"  v'Â 


//-'"  et  /"  étant  entiers,  puisque  si  («',  /)  est  solution  entière  de  (i),  (w',  —  /') 
Test  aussi,  et  (z/'",  /'")  serait  solution  de  (i). 

A  cause  de — ^-—  =  i,  ce  qui  précède  s  écrit 


//'-4-  Z'v/A 


V  Envisageant  une  solution  entière  (u,  t)  de  (1),  nous  allons  considérer  la 
valeur  que  prend  Norme  (  - — ~—  )  pour  celte  solution. 

Évidemment,  les  deux  nombres —  et  — —  provenant  des  deux 

2  2  ^ 

solutions  (z/,  /),  (—  u,  —  /)  de  (i)  ont  même  norme. 

Cherchons  s'il  y  a  d'autres  solutions  entières  (u',  t')  de  (i)  qui  font  acquérir 

à  Norme  (  ~~  )  ^^  même  valeur  que  la  solution  (u,  t). 

A  cause  de 


II' -h  l 

'V^ 

■2 

n^  1. 

V/A 

«',  t"  étant  solution  entière  de  (i),  on  voit  que  si —  et -^  ont  même 
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norme,  ^ aura  pour  norme  I  unité.  Toutes  les  solutions  {u  ,  /')  (^iii 

donnent  k^'^  \  '^ ^  )  1*  même  valeur  que  la  solution  (w,  /)  s'obtiennent 
donc  par  la  relation 

2  2  2  ' 

où  (m",  l")  est  toute  solution  entière  de  (i)  qui  donne  à  x  (  "  "^  ^  ^^  )  la 
valeur  i.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  la  recherche  des  solutions  de  (i)  qui 
dopnent  à  x  ( —  )  la  valeur  i. 

Pour  une  telle  solution 

//  -  h  /  V  A  u  —  i  sj\ 


2 


=  ', 


r^^'lstl:^)  .rJ^izi^U,, 


Donc 


^'«+^^/X\^. /-„-,, /A 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


^^        .  +  /v/A\         ^^,/.-/v/A 


Remarquons  que 

é)b  (  /•  +  .v)  -h  X  ( /•  —  .v)  =  2  Ob  (  /■)  H-  2  Db  (.s), 

/et  .9  étant  deux  nombres  complexes  quelconques,  et  il  vient  immédiatement 

et,  comme  dX,  (^  VA)  =  A%/, 

Db(«)  +  AX(/)  —  4, 

/^  et  /  devant  être  deux  entiers,  on  voit  que  si  A  ^4?  il  faut  nécessairement 
supposer  ;)b(/)  =  o,  /=  o  et  S^(^u)  =  4  et,  à  cause  de  //-  —  A/-  =  l\,  u  =  ±i. 

Si  donc  A  ^  4»  les  seules  solutions  {u,  l)  donnant  à  x  (  — ;^-^  j  la  valeur  i 
sont  (±  2,  o);  A  =  4  est  à  rejeter,  car  on  a  vu  qu'on  peut  toujours  se  borner 
à  A  impair  et  non  carré. 

Restent  les  hypothèses  A  =  i,  3. 

Avec  A  =  i,3b(w) +x(/)==  4;  l'hypothèse  ^z{u)  —  \^  K,(t)  =  o  donne  les 
solutions  (±2,  o);  l'hypothèse  X  (w)  =  o,  x(/)—  4  donne  les  solu- 
tions (o,  ±:  2ï). 
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Ce  sont  d'ailleurs  là  les  seules  solutions  entières  de  m-  —  /-  =  4?  comme  on  le 
voit  immédiatement  en  écrivant 

et  remarquant  que  le  deuxième  membre  est  la  décomposition  en  facteurs  pre- 
miers complexes  du  premier;  les  diverses  hypothèses  qu'on  pourra  faire  sur 
u  -h  i  et  u  —  i  de  façon  que  leur  produit  fasse  (i  -+-  i)- (i  —  iy  donneront  les 
seules  solutions  précédentes. 

Nous  pouvons  donc  écarter  ce  cas  A  =  i . 

Avec  xA.  =  3,  .K,  (//)  =  4r  Db  (/)  =  o  donnent  les  solutions  (±'2,  o); 
,)(:,(w)  =  I,  x(/)  =  I  donnent  les  solutions  (±:  i,  =b  /). 

Et  l'on  voit  que  si  A  =  3,  il  y  a  six  solutions  entières  {u,  t)  pour  les- 
quelles K-,- —  =  I  et  Ton  voit  immédiatement  que  ces  six  solutions  sont 

données  par 

//  -t-  f  \/3 


i'.7r 


0)  =:ie  *  (/i  ;=  o,  I,  2,  3,  /|,  5) 


M" 


En  résumé,  l'équation  (i)  u'  —  At-  =  l\,  A  étant  un  nombre  impair  réel 
quelconque  sans  diviseur  carré ^   n'a  en  général  que  deux  solutions  (w,  /) 

rendant  )b  ( ^  )  =  i ,  et  ce  sont  les  solutions  opposées  ?z  —  dz  2,  /  =  o. 

Il  y  a  exception  pour  : 

i"  A  =  I.  Il  y  a  alors  quatre  telles  solutions 

(«=ih2,/=o)         et         {u  :=.  o,  L-=^±iii). 

Ce  cas  peut  être  mis  de  côté,  car  les  quatre  solutions  précédentes  sont  les  seules 
solutions  de  (i). 

2"  A  =  3.  Il  y  a  six  solutions  du  type  cherché,  à  savoir  : 

et         (/<  =  ±:  I,  ^  z=±  i). 


(«  :=±  2,  /  r- 

0) 

On 

les  a 

toutes 

dans  la  formule 

—   =  0) 

e  ' 

(/r  =  o,  I,  2,  3,  4,  5), 
(o  étant  une  racine  quelconque  de  l'unité. 

Conclusion.  —  En  laissant  toujours  de  côté  le  cas  A  =  i  qui  est  déjà  traité, 
on  voit  que  : 

1°  Si  A  i^!^  3,  il  n'y  a  que  deux  solutions  (w', /')  faisant  acquérir  à  X  f  "  '  ^        ) 
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la  même  valeur  qu'une  solution  donnée  (w,  /),  et  c'est  (//=  -h  i/,  i' =  -h  t)^ 

(u'—  —  if,  /'=  —  /). 

'2°  Si  A  =  3,  il  y  a  six  solutions  (//',  t')  faisant  acquérir  à  or,  ('J-±l^\  la 
même  valeur  qu'une  solution  donnée  (//,  /).  Ces  six  couples  sont  donnés  par 

=  aj, 

w  étant  une  quelconque  des  six  racines  sixièmes  de  l'unité 

0)  =  ±:  I ,  f.)  — Î--  . 

A  (o  =  ±  I  =  £  correspondent  deux  solutions 


■i  2 

autres  solutions 


( 

a'-. 

=  £U, 

( 

/': 

-Et. 

avec 

■  ^ 

=   ±f, 

u' 

=- 

«£ 

-+-  otit' 

2 

f' 

//t£'+  tt 

I  correspondent  quatre 


remarquons  que  les  six  substitutions  ci-dessus  qui  font  passer  de  (u,  t)  à  (u',  l') 
sont  six  substitutions  elliptiques  formant  un  groupe  cyclique  d'ordre  6.  Ce 
sont  les  puissances  de 


^^<n+_l 


Ce  groupe  cyclique  conserve  la  forme  u- — 3/-. 

Résolulion  de  Vcqiialion  (i)  ir  —  A/-  =  [\.  —  Les  remarques  qui  précèdent 
rendent  facile  la  résolution  de  cette  équation.  Nous  supposons  bien  en- 
tendu A^i,  et  toujours  sans  diviseur  carré.  Nous  savons  alors  que  l'équa- 
tion (i)  a  en  particulier  une  infinité  de  solutions  entières  («,  /)  formées  de 

nombres /?a//*.9,  et  que  pour  ces  solutions  Ob( —  \  devient  aussi  grand  que 

l'on  veut.  D'autre  part,  il  n'y  a  qiCuii  nombre  limité  de  solutions  de  (i)  faisant 
acquérir  à  or,  (  "^,  )  une  valeur  >  i  et  <CL,  L  étant  un  nombre  positif 
donné  d'avance. 
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En  effet,  si  _ 

à  cause  de  _ 

//  H-  /  \/Â  if  —  t  v/A  _  , 
2  2 

on  aura  _ 

i-<.K,(!i^)<, 

pour  toutes  ces  solutions  et,  par  suite, 

ce  qui  donne 

K'"^  f)  ^  ^^(/O  +  AXC/XaCi  +  L), 

et  ceci  limite  évidemment 

.Ob(/,)     et     "%(0, 

.)b(//)<2(l+L), 

et  ne  peut  donc  donner  qu'un  nombre  limité  de  possibilités  pour  (i/,  t). 

Il  existe  donc  une  solution  (m,  /)  de  (i)  qui  fait  acquérir  à  dx^ ^^-^—   une 

valeur  supérieure  à  i  qui  soit  la  plus  petite  des  valeui's  >  i  que  peut 
prendre  %  (  - — ^ —  j  pour  les  solutions  (w,  /)  de  (i).  On  est  même  sûr  qu'il 
y  en  a  plusieurs  puisque,  si  A^[^,  il  y  a  deux  solutions  opposées  faisant 
acquérir  une  même  valeur  à   )b( —  j  et,  si  A  =  '),  il  y  a  six  solutions  fai- 

sant  acquérir  une  même  valeur  a  i)b  I —  )  • 

Nous  appellerons  (U,  T)  cette  solution  et  nous  dirons  que  c'est  la  plus  petite 
solution  de  (i).  Evidemment,  on  a  une  infinité  de  solutions  de  (i)  par 


(/^   entier  réel  quelconque   positif  ou  négatif).    Un    raisonnement  classique 
montre  alors  que  toute  solution  (  u,  t)  de  (i)  est  telle  que 

(n  étant  un  entier  réel  positif  ou  négatif). 
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Car  de  l'hypothèse  contraire,  c'est-à-dire  de  l'existence  de  n  entier  tel  que 


[H^-^)l 


,_  ,   Il  -H  ^  V  A 
<  ^^  (    -^—  )  < 


Ob 


ç^^)r\ 


on  conclurait  l'existence  d'une  solution  (n",  l")  donnée  par 


U  +  Ty^V 


pour  laquelle 

et  ceci  est  absurde. 
Kn  définitive  : 


i/"^t"^A 


,<.x.|"'+''^'^Ury"  +  '''^ 


i**  Si  A  j  ^     j  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  (i)  sont  données 


//+ ^A  _        /U+Tv/a\" 


par 


puisqu'il  n'y  a  que  deux  solutions 


(n  =^  —  oc.  ....  2,  —  I,  o,  1,2,  .  ...  -h  ce), 


(    t'  =  tt 


(c=±.) 


faisant  acquérir  à  JL  ( ~  ]  une  même  valeur  donnée. 


2*^  Si  A  =  3,  toutes  les  solutions  entières  de  (i)  sont  données  par 


— -  =  G)   ' 


2 
2A7t/ 


}         ( 


n  =:0,   ±1 ,   ±2, 


cu  =  e  "  (/«•=:  o,  I,  2,  3,  4,  5) 

puisque  les  six  solutions  de  (i)  faisant  acquérir  à  Ob ^ —  une  même  valeur 

se  tirent  de  l'une  d'elles  (it,  t)  par 

u'  4-  t' v/Â  fti  +  tJ'X 

=Z  M  ' 


OÙ  co  doit  être  remplacé  par  chacune  des  racines  sixièmes  de  l'unilc. 

Dans  ces  deux  cas,  (U,  T)  représente  la  plus  petite  solution  de  (i),  c'csl- 
à-cliie  une  quelconque  des  solutions  en  nombre  fini    qui  font    acquérir 

à  )b ——  sa  plus  petite  imleur  ^  i . 
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'^°  Si  A  =  I ,  il  n'y  a  que  quatre  solutions 

(?<=±2.   ^  =  0).  {l/  z=zO,   t -^Zt  21). 

Conséquence.  —  Plaçons-nous  dans  le  cas  général  A  >>  i,  A  7^  3. 

Si  ("~  "^^  ^  M  est  solution  entière  de  (0,  (  "~ '^      ..)  sera  aussi  solution 

\t  zzz  -^  +  Û l )  ^    /'  \/  =  y  —  Of/  _ 

entière  de  (i),  puisque  A  est  réel.  Ces  deux  solutions  donnent  à        ^   —  deux 
valeurs  imaginaires  conjuguées  dont  la  norme  est  la  même.  El  comme,  dans 

ce  cas,  deux  solutions  donnant  à  ' ^  la  même  norme  sont  identiques  ou 

opposées,  on  aura  ou  bien 

y  H-  (5  f  =  y  —  â  i , 

c'est-à-dire  m  et  /  réels,  ou  bien 

a  H- (3/-_— (a  —  (3/). 
y-^^i=z—{y  —ai). 

c'est-à-dire  11  et  /  purement  imaginaires. 

Si  donc  la  plus  petite  solution  U,  T  est  formée  de  nombres  réels,  il  est  clair 
que  toute  solution  étant  donnée  par 


sera  composée  de  nombres  entiers  réels. 

Si  la  plus  petite  solution  U,  T  est  formée  de  nombres  purement  imaginaires, 
il  est  clair  que  les  solutions  (w,  l)  correspondant  à  //  pair  seront  formées  de 
nombres  réels;  les  solutions  correspondant  à  n  impair  seront  formées  de 
nombres  purement  imaginaires. 

Etude  du  cas  A  =  3.  —  l^uation  u-  —  M-  =■  f\. 

Nous  savons  que  toutes  les  solutions  entières  sont  données  par  la  formule 

Tout  revient  à  trouver  la  plus  petite  solution   U,  T.   C'est  celle  qui  donne 

à  Ob  (  ■;^-^—  ]  sa  plus  petite  valeur  supérieure  à  i. 

L'équation  admet  la  solution  «  =  4,^  —  2,  pour  laquelle 
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Cherchons  toutes  les  solutions  (u,  t)  en  nombre  fini  pour  lesquelles 


i< 


On  aura 
Donc 


0-.  (lilLfiË)  <  5L  (.  +  v/3)  =  7  4- 4  v/3. 
^— ^<  dLf"-(s/^' 


c'est-à-dire 


7  +  4\/3     ^       '         =         '<' 


,_  «         ^_  t\/s      ,-,      ,   /- 

2  .)b  -  -4-  2  Ob  — î^  <  8  +  /,  v'^, 
2  2 


X(«)  +  3X(0<Hi  +  8v/3. 


L'hypothèse  é)i;,(z^)  =  o  est  impossible. 

L'hypothèse  dZ(ii)  =  i   fournit   les  solutions    u  =  ±iy  t  =  ±  i.    pour    les- 

11  u  -h  t  \'6  .  ,  , . , 

quelles  Ob ^  =  i,  que  nous  connaissons  deja. 

Il  faut  donc  supposer  Ob(M)>  2,  c'est-à-dire 

3^L{t)<  14  +  8V/3"        (mais  8v/3<i4). 

Donc,  a/ojiio7-i, 

Ob(/)<io. 

D'autre  part, 

.)b^  =  o  donne  la  solution  connue  u  :=:±  2.,  t  =^  o  par  laquelle  SL  (  '-  |  ■==  i 

Ob ( / )  =  I  ))  a  =±i,  l  =  ±  i  » 

Donc  i)b^^2. 

x(0  =  li  donne  t  =  ±i  dz  i,  t-  =  ±:2i;  u^  =  l[  -+-'dl- =  l\±:Gi  est  impos- 
sible, car  DL  (4  ±  G/)  =  16  H-  36  =  52  n'étant  pas  carré  parfait,  4  —  6/"  ne  peut 
être  carré  parfait  d'un  entier  complexe.  Cette  hypothèse  est  à  rejeter. 

dLl  =  3  est  impossible. 

.)b?  — 4  donne  /  =  ±:  2  ou  l  =  ±2i,  /-  =  ±4,  ceci  fournit  la  solution 
w  =  =b  4?  ^  =  ±  2  trouvée  au  début. 

,% /  =  5  donne  /  i=  zb  i  =b  2  «  ou  l  =  dz  -2  ±1,  c'est-à-dire  /'  =  —  3  ±  4  i 
ou  l^z=3±:  ]i.  Les  valeurs  correspondanles  de  4-1-3/^  sont 

4  4-  3  ^  2  _  ^  _^  3  (  _  3  H-  /,  ^-  )  _  _  5  H-  ,  2  f 

et 

!^  +  3l^~f^-^^{     3  ±40=    i3±i2/. 

La  deuxième  hypothèse  est  à  rejeter,  car  .)b(i3  ±:  i-ii)  =  169  +  i44  =  31) 
J.  3(3 
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non  carré  parfait  et  la  première  donne 

4  H-  3/2  — —  5  ±  12/ 

dont  la  norme  25  -h  i44  =  i^9  est  carré  parfait  de  i3. 

En  s'appuyant  sur  l'identité  i3  =  3^  +2-,  on  reconnaît  de  suite  que 

de  façon  plus  précise 

—  5  +  12/  =  (2  -+-  3i)-=:  ( —  2  —  3i)-. 

—  5  — 12/=  (2  —  3f)-=( — 2+3f)'- 

On  trouve  donc  les  huit  solutions  possibles 

u  =  £  (2+  3/2') 

.,         (£.£',£"=±1). 

/  :==£"(! -4-  2i£')  ^  ' 

11  faut  voir  encore  celles  qui  rendent  x  (  "  "^    ^    j  >  i 

n -ht  s/3  _  £(2  +  3fV)4-£V3(r  +  2/£')  _  2s  -+-  e"  ^^3  +  £^/(3£  +  2£'^  v/3) 
'2  2  2 

dont  la  norme  est 

7  -h  Ij  -cB"  \/3  -+-  21  -h  12£S"  \/3  _  28-hl6££"\/3 


qui  n'est  >  i  que  si  11"  =  -+-  i.  Il  faut  donc  supposer  z  =  z."  et  l'on  a  les  quatre 
solutions 

w  1- £(2 -4- 3f£'),  ^ 

;  rr:  £(l  +  2/£'), 

pour  lesquelles 

fu-i-t\/3\        28 +  16  v/3  ,    ,- 

Norme  I — ^  )  = — î—  =  7  4-  4  y/3. 


6'<?,v  quatre  solutions  donnent  à  ^ — —    la  même   norme  que  la  solution 

u  =  ±  ^i,  t  =  ±  2  dont  on  est  parti;  on  doit  donc  trouver  pour  ces  quatre 
solutions 

a  -H  /  v'3  _      /  /|  +  2  v/3 


CD  représentant  une  quelconque  des  quatre  racines  sixièmes  imaginaires  de 
l'unité,  et  c'est  bien  ce  qui  est,  car  une  telle  racine  est 


£  -I-  ie"  <J3 
(,)  ----- — 
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et  l'on  trouve 

r4.  +  ^'î)='.l±lK±^^IllJï2lin,       a-où 
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(  M  =  2e  4-  Sis", 
\   i  =£-+-  iit\ 


et  il  suffît  de  poser  z"  —  e.i'  pour  retomber  sur  les  formules  précédentes. 
Les  hypothèses  ùX^t  =  6  et  .%i  =  7  sont  impossibles. 
.)b  ^  =:  8  donne 

dont  la  norme  16(1 +  36)  n'est  pas  carré  parfait.  L'hypothèse  est  donc  à 
rejeter. 

Reste  ùLt  =  9,  qui  donne 

t-—±i     ou     t  =  ±3i;         c'est-à-Jire         l-=z±g.      'i -{- 3t^  — ^  ±  ^n  -^ 

hypothèses  à  rejeter. 


/  --  u.; 


Conclusion.     —    On    peut  donc    choisir,   pour  plus    petite    solution    de 
ir  —  3/"  =  4î  Ici  solution 


U^^,  T:=:2. 


Toutes  les  solutions  entières  de  cette  équation  seront  donc  données  par  la 
relation 


î—  —  (,j(^2  +  v'3) 


(/i  —  O,    =t  I,    ±2,   ...,    ±00), 


et  0)  étant  une  racine  sixième  quelconque  de  l'unité. 

Toutes  les  solutions  entières  réelles  (w,,  t,)  sont  données  par 


«,  -f-  ^1 V  3 


d=(2-f-v'3)"     (•)         («  =  o.  ±1,  ±2,  ...,  ±00) 


et  les  solutions  complexes  (ic,  t)  s'en  déduisent  par 

H  +  fi/3  w,-+-/|v/3  ,  —  i  +  <£V3 

—  zz:  Cl)  — —  5  (3?  rr  I ,  o)  — i — 

2  2  2 

ce  qui  donne 


// ,  -I-  3  /c  f , 


<£(/■  —  fi 


évidemment  entières  puisque  w,  et  /,  sont  pairs. 


(£3.±,), 


(1)  Il  est  visible  que  ces  solutions  réelles  sont  toutes  formées  de  nombres  pairs. 
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Application  de  ces  résuUats  aux  substitutions  du  groupe  de  Picard.  —  Les 
substitutions  que  nous  étudions  admettent  un  multiplicateur  K 


^l 


racine  de 
c'est-à-dire 

-.        «2  —  2  H-  si  a- {II'-  —  4) 

Kr=r • 

2 

Nous  venons  de  déterminer  tous  les  entiers  complexes  u  pour  lesquels 

,/2_/i  —  A/2, 

A  entier  réel  positif  (  '  )  et  /  entier  complexe. 
Pour  de  tels  couples  (m,  /),  on  a 


_  //''  —  2  +  ///  v/A  _{u  -^  t  \j  Ky'  ^  u'^  —  K  r-  —  [\  _  (  u  -{-  t  \/ 1\ 


2  I  \  2 


Pour  A  =  I ,  on  n'a  trouvé  que 


et  ceci  donne 


^^  =  ±:  2  (   //  =  o 

et  < 

/  =r  O  {     t-^±1l 


K  —  =h  r , 


c'est-à-dire  la  substitution  unité  ou  une  substitution  hyperbolique  de  période  i 
(symétrie  non  euclidienne). 

Pour  A  ^  I  et  :7^  3,  on  a  trouvé  que  toute  solution  de  u"^  —  l\  =^  Kt"^  était 
formée  de  nombres  (w,  /)  tous  deux  réels  ou  tous  deux  purement  imaginaires. 
Dans  ces  conditions  donc  K  est  réel^  positif  si  w  et  /  sont  réels,  négatif  si  u  et  / 
sont  purement  imaginaires. 

On  n  obtient  ainsi  que  des  substitutions  hyperboliques  (-). 

Pour  A  =  3,  on  a  vu  que  les  solutions  de  u-  —  4  =  3/-  étaient,  ou  bien  des 
solutions  (w,,  /,)  formées  de  nombres  réels  pairs,  ou  bien  des  solutions  com- 
plexes (w,  t)  formées  à  l'aide  de  solutions  j^éelles  (i^,,  /,)  par  la  formule 

(  —  «1  -+-  3/e/, 

—  /-  \  "  —  ' 

u  +  lsj'6  _  —\  -^  is  V  3  «1  +  /i  v/3  _  1 

/  = 


2 

icu,  —  /, 


(' j  Qu'on  peut  supposer  sans  diviseur  carré  (et  impair  même  si  l'on  veut;. 

(2)  K  n'est  égal  à  i  que  si  l'on  prend  la  solution   u  =±  'i,  t  —  o;  Norme   (  ; )   pou-: 

vant  devenir  aussi  grand  qu'on  \eut,  on  voit  qu'il  y  a  des  substitutions  modulaires  hyperboliques 
pour  lesquelles  |  K  |  est  aussi  grand  qu'on  veut. 
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Pour  les  solutions  réelles  (m,,  /,),  K  =  (  — ^-^  )    es/  réci  et  positif  cl 

l'on  obtient  des  substitutions  hyperboliques. 

D'ailleurs,  pour  toute  solution  complexe,  on  a  encore 


(£=±I) 

et  l'on  voit  ainsi  que  l'argument  de  K  est  identique  à  celui  de  w;  c'est  donc 
un  argument  de  ±:  -^^ 

Et  ceci  prouve  qu'on  obtient  ainsi  des  substitutions  loxodromiques  dont  la 
puissance  troisième^  et  par  suite  toutes  les  puissances  d'ordre  ^p  {p  entier- 
réel  positif  ou  négatif)  sont  des  substitutions  hyperboliques. 

2°  Etude  de  l'equation  (2)  :  u-  —  Ait  =  ^. 

A  est  un  entier  réel  qu'on  peut  supposer  positif  (en  changeant  au  besoin  t 
en  A/),  sans  diviseur  carré  (qui  pourrait  rentrer  dans  /),  et  impair  [car  la 
relation  2î  =  (i  +  iy  donnerait,  si  A  était  égal  à  2 A'  (A'  impair), 

kit''='ik'ie-—K'{\  +  iy-t\ 

et  l'on  serait  ramené  à  une  équation  du  type  (i),  u-  —  A' t-  =  [\\. 
Nous  écrivons  encore  l'équation 

Il  -\- 1  \!  \.i  u  —  1 1 /Â7 

;=:  I. 

9.  2 

en  choisissant  par  exemple  pour  y  A^  celle  des  deux  racines  de  V entier  Ai  qui 
a  un  argument  égal  à  H-  y- 

On  voit,  en  posant  u=^iu',  t  =^ 'it\  que  l'équation  (2)  a  une  infinité  de 
solutions  paires  u'-  —  Ait'-  =  i  (voir  le  Mémoire  de  Dirichlet). 

Il  est  facile  d'ailleurs  de  voir  que,  dans  nos  hypothèses,  toutes  les  solutions 
entières  de  (2)  sont  paires. 

(')  D'ailleurs  î  K  I  =  (— ^-^  )    •  Si   l'on  prend  la  solution  particulière   «i  =  :t:  2,  ^i  =  o,  et 

celle-là  seulement,  on  obtient  une  solution  modulaire  elliptique  de  période  3,  car  alors 

K  =  to  =  e      *  , 

c'est  le  résultat  bien  connu  déjà  annoncé  sur  les  substitutions  elliptiques  du  groupe  de  Picard. 

Pour  toute  autre  solution,  |  K  |  ^  i  et  l'on  a  bien  une  substitution  loxodromique  dont  la  puis- 
sance troisième  est.  hyperbolique. 
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Effectivement,  en  posant 

U  zzz  1  1)1  4-  c, 
/  =r  2  «  H-  //, 

il  faudra 

£- — A/ry-Eso  (mod4), 

£  et  Y]  ont  une  des  quatre  valeurs  o,  i ,  /,  i  +  i. 

A  est  impair.  Il  est  alors  facile  de  voir  que  la  seule  liypolhèse possible  sur  z 
et  v]  est  £  =  Y]  =;:  o  pouj^  satisfaire  à  la  congruence  précédente.  C'est  dire  que 
u  et  /  sont  pairs. 

En  effet  s  =  i ,  £-  =  i  donne 

I  — A/rj-HH-o     (riiod4)  et-  \  hs  ±:  i      (inocl4); 

il  faut  donc 

I  d=  i  n^  ^  o         (  mod  4 ) 

et  ceci  est  impossible,  car  y]^  n^a  que  les  quatre  valeurs  o,  i ,  —  r ,  2  / . 
£  =  /,  £-  z=  —  I  donne 

—  I—  Vf  Tinsse     (mod  4)         ou  encoie         — i  ±  i  tr  ^:^  o 

qui  est  encore  impossible. 

Enfin  £  =  I  -f-  i,  £-  =  2/  donne 

2  <  —  A / T/-  ^  o     (  m od  4 )         ou         21  ±  irr^  o 

({ui  est  encore  impossible. 

Gomme  pour  l'équation  (i)  on  voit  que,  de  deux  solutions  entières  (w,  t) 
ei(u',  /'),  distinctes  de  (2),  on  déduit  une  troisième  solution  (//",  t)  entière 
par 

II" -+- 1" v/Â7  _  u^  L V Â7  u'  +  i' v/Â7 

— , 

2  22 

,,       Il  II' -\-  \itt' 

Il  =  - 


2 
II/'  +  tu' 


f  = 


En  effet,  u  et  t"  sont  évidemment  entiers  et  pairs  puisque  u  et  /  ainsi  que  u' 
et  t' le  sont, 

II"—  i"\^l  _  (i  —  /yXi  II'  —  /'  V  Â7 
2  2  2. 

D'où 


a 
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On  a  de  même  une  quatrième  solution  entière  (//",  /")  par 

Il  -h  t  \/\i 

u'" -^  i'"  s/JTi  ^         2         _  f/  +  <v/Â7  u'-f'^Âl 

2  tl'  -+■  t'  V  Âl'  2  2 

2 

On  passe  ^e  suite  à  la  recherche  des  solutions  entières  (//,  f)  ^^^  donnent 
^       V 2 /       '^'^leur  I .  Elles  sont  telles  que 

Db(«)  + A  .X,  (0  =  4 

comme  il  a  déjà  été  vu  pour  (i). 

Si  A  >  4,  les  seules  solutions  sont  t  =  o,  n  —  zt  2. 

Restent  les  deux  hypothèses  A  =  i  et  A  =  3. 

A  =  I  (u^  —  il-  —  4).  —  On  a  d'abord  u  =  ±i,  1  =  0  toujours. 

%  /  =  I ,  X  w  =  3  est  impossible  ainsi  que  %  w  =  i ,  x  t  =  3. 

K^u  =  0,  dht  —  li,  t  =  ±:  -2  ou  ±iii  est  encore  impossible. 

dx^ii  =  ,}x,t=  2  donnerait 

n  =  £^  +  eu',         t^Es-he^i        (s,,  £j,  e,,  e4=:rir2). 
II- — «7-=  2  £,£2  <  H- 22354 

qui  ne  peut  pas  être  égal  à  ^. 

DA                   a  -h  t  \/\i      ;  11. 

onc,  pour  A  =  r,  or^ —  n  est  =1  que  pour  les  solutions  11  =±  2, 

/  =  o. 

Pour  A  =  3(m-  -  3//-=  4), 

dz{it)  +  3. .)!:./  =  4. 
L'hypothèse  .)b/  —  i  =  dh(u)  donne 

u^  =  ±i. 

et,  pour  aucun  choix  de  ces  valeurs,  u^  —  Ml^  n'est  réel.  L'hypothèse  est  donc 
à  rejeter  et  seules  restent  les  solutions  w  =  ±  2,  /  =  o. 

Donc,  quelque  soit  A,  il  n'y  a  que  deux  solutions  entières  de  //^  — A?V-=4 

rendant  dz  I  — —  )  ==  i  et  ce  sont  les  deux  solutions  opposées  u  =±  2, 

=  o(').    ^ 

(';  Tous  ces  rcsullals  sont  d'ailleurs  iaiinédials  quand  on  remarque  que  toute  solulion  entière 
(it,  t)  est  formée  de  nombres  pairs. 
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De  là  se  tire  que,  si  deux  solutions  (w,  t),  {u  ,  t')  entières  de  (2)  donnent  la 
même  valeur  à  SL  ( —  j  5  elles  sont  identiques  ou  opposées, 


a  zzz  Eli 
t  —  zt' 


(£ 


0- 


Conséquence.  —  Si  w  =  a  +  ^ï,  ^  =  y  +  oi  est  solution  entière  de 

(2)  a^— Af7^=4,' 

il  est  visible  immédiatement  que 

sera  une  autre  solution  entière,  car  les  deux  expressions 

a^ — i3-+2Ayô         et  lap  —  A(y-— 0-) 

dont  la  première  est  égale  à  4  et  la  deuxième  à  o  puisque  (an-  ^a,  y  h-  oi)  csL 
solution  de  (2)  conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  y  change  a  de  signe  et 
permute  y  et  §. 

Envisageant  les  deux  nombres 


et 


a  +  |3  «  H-  \' t\  i  (  y  -H  ô /') 


a  -h  ,6  /  +  v' A  /  (  0  -f-  y  /■  ) 


on  voit  que  : 

i"  a.  -\-  ^i  et  —  a  H-  [ii  sont  figurés  par  deux  points  symétriques  relative- 
ment à  l'axe  imaginaire  Oy]  dans  le  plan  O^/]  de  la  variable  complexe. 


2°  S  +  yt  et  y  H-  oi  sont  figurés  par  deux  points  symétriques  par  rapport  à 
la  bissectrice  A  de  l'angle  ^Oy]. 
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\/Ai  ayant  l'argument  j,  sfKî (^ -h  y i)  ei  v'Ai(y-[-Oï)  seront  figurés  par 
deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'axe  imaginaire  Oy],  qui  se  déduit  de  A 
par  une  rotation  d'angle  y 

Donc  les  deux  nombres 

a  -t-  [3/-+-  v/A/(y  -f-  ôf) 
> 

2 

—  OC  4-  (3 1  -t-  y/A  <  (  8  +  y  <  ) 

2 

sont  figurés  par  deux  points  symétriques  relativement  à  Ot].  Ces  deux 
nombres  ont  donc  même  norme. 

La  conclusion  est  que  les  deux  solutions  entières  (a-4-[iï,  y  +  c/) 
et  (  —  a  -h  [5lf,  0  -4-  yi)  sont  identiques  ou  opposées. 

On  a  donc 

a-f-St  =e(—  a -h  Si) 

•  ^.         ,.  .  (£  =  ±')- 

y  +  oi  =£(ô-l-yO 

£  =  -h  I  donne  a  =  o,  y  =  ^  î 
£  =  —  I  donne  ^  i^r:  o,  y  =  —  §. 
La  première  hypothèse  donne 

Il  =^  iui, 

t  =  {j^i)ti, 

u^  -et  /,  étant  réels  et  vérifiant  l'équation 

«"1  -h  2  Af^  1=  4 

ou 

(3)  „2_2Ar^=  — 4. 

La  deuxième  hypothèse  donne 

f  =  (l—  f)^2, 

«2  et  /.,  étant  des  entiers  réels  vérifiant  l'équation 

(4)  ;/;;  —  2  A/'^  =  4, 

et  l'on  est  sûr  a  priori  que  l'une  au  moins  des  deux  équations  (3),  (4),  la  der- 
nière, a  des  solutions  réelles  en  nombre  infini.  D'ailleurs  (3)  et  (4)  se  simpli- 
fient, car  A  étant  impair,  il  faut  de  toute  nécessité  que  les  entiers  (m,,  ;,) 
ou  (^2,  ^2)  vérifiant  (3) ou  (4)  soient  pairs  (^).  Et  les  équations  (3)  et  (4)  se 

{})  Ce  qui,  d'ailleurs,  a  déjà  été  vérifié  antérieurement. 

J.  37 
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réduisent  à 

(3') 

«? 

—  2Xt\^=—i 

et 

W 

u'i-iP^l'i 
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(en  posant  f/i=  2a'j,  <j=  2ij) 


(  «2=   2W2,    ^2=   2^2) 

qui  sont  deux  équations  bien  connues  dont  la  première  (3)  ii'a  pas  toujours 
de  solution,  tandis  que  (4)  en  a  toujours  une  infinité. 

La  théorie  de  (2)  s'achève  comme  celle  de  (i).  Il  existe  une  plus  petite  solu- 
tion  positive    (U,  T)    entière  faisant    acquérir  à  X —    sa  plus  petite 

valeur  >  i  et  toutes  les  solutions  entières  de  (2)  s^en  déduisent  par 

^.-f-<v/Â7^_^/U  +  Tv/Â7y  («==0,  ±:i,±2,  ...,zhoo). 

Application  aux  substitutions  du  groupe  de  Picard.  —  Quel  que  soit  A, 
on  a  vu  que  toute  solution  entière  de  (2)  était  d'un  des  deux  types  suivants  : 

i    u  =  i«i 

(a)  \  (ui,  ti  entiers  réels), 

i   a  z=  «2  . 

{b)  I  («21  ^2  entiers  réels). 

En  se  servant  d'une  solution  (u,  t)  de  (2),  on  obtient  une  substitution  modu- 
laire dont  le  multiplicateur 


Iv  zir  ■  ■ 

2 

_  m"—  2  -+-  ut\fKl  _  {u  -\-  t  \j h.iy  -h  u^—  Ait^—  ^  _  f  u-\-  t\fK~i 
~  2  ~  4  ~  \  2 

La  substitution  inverse  a  pour  multiplicateur 

î         f  u  —  t  \/Â~i  \  ^ 

Pour  K  (  comme  pour  |t  )  :  1°  Pour  toute  solution  du  type  {a),  t  \fXi  est  un 
nombre  purement  imaginaire,  comme  u  [car  sjAi  a,  comme  i  -h  i,  l'argu- 
ment y  j  • 

Donc  K  est  réel  et  négatif. 

2°  Pour  toute  solution  du  type  {b)  u  est  réel  et  t  sjAi  est  aussi  réel. 

Donc  K  est  réel  et  positif. 
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En  définitive,  nous  n' obtenons  avec  les  solutions  de  {2)  que  des  substitu- 
tions hyperboliques.  Et  nous  voyons  que  K  peut  être  aussi  grand  qu'on  veut, 
puisque 


„         ii-\- 1  \fh~i 

Norme 


U  -\-  t  \J~kl 


peut  l'être;  et  l'on  n'a  K  =  i  que  pour  m  ±:  2,  /  =  o,  comme  il  a  déjà  été  vu 
précédemment. 


RESUME  DE  CETTE  ETUDE. 


Une  substitution  z  =  -j — -^  du  groupe  de  Picard  peut  être  : 


1°  Elliptique.  Elle  s'écrit  alors 


z  —  ^x  _  g,0  ^ 


27r 


et,  nécessairement,  G  ^  ±  -^  (mod  2t:)  ou  ô  ^tt. 
1°  Hyperbolique.  Elle  s'écrit 


z  —  z^  _-^  z 


Z  —  z, 


K  étant  un  nombre  réel  positif  ou  négatif. 

Comme  cas  particulier  [commun  à  1°  (ô^u)  et  à  2*^],  K  peut  être  égal 
à  —  I,  et  la  substitution  a  pour  période  2.  Elle  correspond  à  une  symétrie  non 
euclidienne  par  rapport  à  la  droite  non  euclidienne  joignant  z^  z.,  (dans  l'espace 
non  euclidien  de  la  sphère  S,  ou  dans  le  demi-espace  O^yjt). 

3°  Parabolique,  si  des  points  doubles  sont  confondus. 

[\^  Loxodromique.  Alors  elle  s'écrit 

^  —  -^1  __      ,fl  Z  —  ^1 


0  .  1. 


6  n'étant  congru  ni  à  o  ni  à  ir,  en  sorte  que  re'  nest  pas  réel^  et  |  /'|  :7!^  i. 
IJ angle  ô  ne  peut  être  commensurable  à  iiz  que  s'il  a  Vune  des  deux 
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292  FORMES  BINAIRES  NON  QUADRATIQUES. 

complexe  entière  de  l'équation 

^  n% [. 

c'est-à-dire  si  — ^ —  est  le  carré  cCun  entier  complexe. 

Dans  tout  autre  cas,  0  est  incommensurable  à  2  7t.  On  sera  certain  d'être 
dans  ce  cas  si  Norme  [(a  -f-  dy  —  4]  n'est  pas  carré  parfait. 
Si  Norme  [{a  +  dy  —  4]  est  carré  parfait,  on  peut  avoir  : 

i^  Une  substitution  elliptique  de  période  3  :  ceci  n'arrive  que  si 

a  -\-  d=z  u^^±i.  . 

2°  Une  substitution  hyperbolique;  c'est  le  cas  général.  En  particulier, 
si  a  -t-  G?  =  M  =  zt  2,  on  a  soit  la  substitution  unité,  soit  une  substitution  hyper- 
bolique de  période  2. 

3°  Une  substitution  loxodromique  dont  la  puissance  troisième  est  hyperbo- 
lique; ceci  n'arrive,  comme  on  l'a  dit,  que  si  l'entier  a  -^  d:=  u  complexe  est 

ni [. 

tel  que  — q — soit  aussi  carré  d'un  entier  complexe  t  (u  et  t  n'étant,  bien  sûr, 
pas  réels). 

Ainsi  se  trouve  éclaircie  l'étude  des  substitutions  loxodromiques  du  groupe 
de  Picard;  une  telle  substitution  ne  peut  être  que  de  l'une  des  deux  espèces 
suivantes  : 

1°  Substitution  d'argument  incommensurable  à  ir.-,  aucune  de  ses  puis- 
sances ri  est  hyperbolique .  C'est  le  cas  général. 

2°  Substitution  d'argument  -7- ou —'1  sa  puissance  troisième  et  toutes 

ses  puissances  d^ ordre  3p  (p  entier  réel)  sont  hyperboliques. 

Remaj^que.  —  Nous  avons,  dans  tout  le  cours  du  Mémoire,  appelé  hyperbo- 
lique  toute  substitution  qui  se  ramenait  à  - — —  =  K^ — —  avec  K  réel.  Cer- 

z  —  z^  Lt  —  -^2 

tains  auteurs  n'appellent  Ay/?<?r6o/i^w^.9  que  les  substitutions  du  type  précédent 
pour  lesquelles  K  est  réel  et  positif,  et  rangent  les  substitutions  à  K  négatif 
dans  la  catégorie  loxodromique  (K  =  1  K  |  e"^,  si  K  est  négatif).  Avec  ces  nou- 
velles conventions,  les  substitutions  loxodromiques  du  groupe  de  Picard 
seraient  de  deux  sortes  : 

1°  Celles  pour  lesquelles  l'argument  ô  de  K  est  incommensurable  à  2tc; 
2*^  Celles  pour  lesquelles  l'argument  0  de  K  est  tî  ou  =b  -q-  :  leurs  puissances 
respectives  d'ordre  ip  ou  3/?  {p  entier  réel)  sont  hyperboliques. 
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